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摘 要 　Rivero 等最近提出了一种用来计算任意平面简单多边形的交、并、差的新方法 ,在这一算法基础上进行扩

展 ,使其可以应用到带圆锥曲线边的平面扩展简单多边形上 ,并给出了完整的数学模型1
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Abstract 　　M1 Rivero and F1R1 Feito have presented a new algorithm to calculate intersection , union

and difference between general planar polygons (manifold and non2manifold , with and without holes) 1
In this work , we extend this algorithm to curved2edge polygons1 And we also found a formal mathemat2
ical model of it1
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1 　引　　言

平面简单多边形的布尔运算是计算几何、计算

机图形学中的基础问题之一 ,在几何和实体造型等

领域中有着广泛的应用价值1 例如 ,平面消隐操作

的基础就是二维平面多边形的布尔运算1 因此 ,设

计一个稳定而有效的多边形布尔运算的算法是非常

必要的1 国内外许多专家对此进行了大量有益的探

索 ,并提出了相应的算法 ,但是这些算法大部分都没

有建立完整的数学模型 ,只局限于对凸多边形进行操

作[122 ]1 还有一些算法虽然可以对任意多边形进行操

作[325 ] ,但是运算过程大多比较烦琐 ,而且在某些特殊

情况下还不是很有效 ,甚至无法得出正确的结果1
最近 , Rivero 等提出了一种非常有效的布尔运

算算法[6 ] ,可以对任意平面简单多边形 (凸或凹、有

洞或无洞) 进行交、并、差的操作1 该算法基于一种

对几何模型进行数学形式化的算法[7 ] ,无需考虑布

尔运算中各种烦琐的特殊情况 ,从而使系统有较高

的效率和较强的鲁棒性1 但是 ,他们只给出了完全

用直线边表示的多边形的布尔运算算法 ,而在实际

的几何造型系统中 ,许多复杂的零件完全用直线边

来表示是远远不够的1 本文工作以这一算法为基

础 ,对其进行扩展 ,使其可以应用于带圆锥曲线边的

平面简单多边形 (简称扩展多边形) ,从而使该算法

有了更广泛的应用1

2 　算法基本原理

Rivero 等的算法在文献[6 ]中已有详细的讲解 ,

这里不再赘述 ,下面给出扩展后的算法的基本原理

和相关的定义、定理1
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211 　扩展多边形的相关定义

定义 11 至少有一条边为圆锥曲线 (包括圆弧、

椭圆弧、双曲线段和抛物线段)的平面简单多边形称

为扩展多边形 ,由直线段构成的边称为多边形的直

线边 ,由曲线段构成的边称为多边形的曲线边1 一

个扩展多边形

CP = { t1 , t2 , ⋯, t n} ∪{ c1 , c2 , ⋯, cn} ,

其中 , t 表示直线边 ; c 表示曲线边 , c = ( f , V 0 , V 1 ,

k) , f 是曲线的方程 , V 0 和 V 1 为两端点 , k 的取值

为 1 或 - 1 ,分别表示曲线位于向量 V0 V1 的右侧或

左侧[8 ]1 如图 1 所示 , { t1 , t2 , t3 , t4} ∪{ c1 , c2 , c3}即

为一个扩展多边形1

注 : ci 表示曲线边 , Ci 表示曲线片 , t i 表示直线边 , T i 表示三角片

图 1 　一个简单的平面扩展多边形

本文研究的扩展多边形除了有一个封闭的外边

界 (外环) 之外 ,内部还允许有一个或多个洞 (内环)1
其中 ,外环各顶点按逆时针方向排列 ,内环各顶点则

按顺时针方向排列1
不失一般性 ,我们将所研究的扩展多边形都置

于笛卡儿坐标系的第一象限 (可通过坐标变换简单

实现) ;同时 ,我们规定扩展多边形不存在自交现象 ,

即都为简单多边形1
定义 21 对位于笛卡儿坐标系第一象限的扩展

多边形 CP ,将其每条直线边 t 的两个端点分别与

坐标系原点 O 相连 ,构成一个闭合三角形 ,称为三

角片 ,称 t 为三角片的非原边 (non2original edge) ,与

原点相连的边称为三角片的原边 (original edge) ;将

每条曲线边 c 的两个端点分别与坐标系的原点相

连 ,构成闭合多边形 ,称为曲线片 ,同样地 ,称 c 为曲

线片的非原边 (non2original edge) ,与原点相连的边

称为曲线片的原边 (original edge)1
如图 1 所示 ,将扩展多边形各边的顶点与原点

相连 ,便可以得到一系列三角片或曲线片1

需要考虑一个特殊情况1 如图 2 a 所示 ,在构造

曲线片 C1 时 ,它的原边和非原边之间产生了交点 ,

这样在计算从属关系时会发生问题 ,所以这种情况

是不允许出现的1 我们进行如下处理 :

如果从原点引出的任意一条射线与曲线片的非

原边有多于一个的交点 (包括顶点) ,则将曲线片分

割成更小的片1 求出从原点出发的射线与曲线片原

边的切点 ,以切点作为分割点将曲线段分割 ,将分割

后的曲线段作为新的边代替原来的边加入到扩展多

边形中1 这样 ,分割后将产生多个曲线片 ,这些曲线

片的原边与非原边不存在除顶点外的交点 ,且从原

点引出的任意一条射线与曲线边都最多有一个交

点 ,如图 2 b 所示1 如不作特殊说明 ,本文所研究的

都是经过分割之后的曲线片1

图 2 　曲线片的非原边与原边有交点时的处理方法

定义 31 给定三角片 T = OP1 P2 或曲线片 C =

OP1 P2 ,使用 sign 函数确定三角片或曲线片的系数 ,

sign ( t) / sign ( c) =

+ 1 , if x 1 y2 - x 2 y1 > 0

- 1 , if x 1 y2 - x 2 y1 < 0

0 , 　 if x 1 y2 - x 2 y1 = 0

,

其中 , O 是坐标系的原点 , P1 = ( x 1 , y1) , P2 = ( x 2 ,

y2) 是笛卡儿坐标系下三角片或曲线片非原边的两

个顶点1
由此可见 ,当 O , P1 和 P2 呈逆时针方向排列

时 ,三角片或弧形片的系数为 + 1 ,顺时针时系数为

- 1 ,当三点位于同一条直线上时系数为 0 1
定义 41 给定三角片 Ti ,定义其系数αi = sign
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( [ Ti ]) ,给定曲线片 Ci ,定义其系数βi = sign ( [ Ci ])1

定义 51 二维三角片链表示为λ = ∑αi T i ,αi

∈Z ;二维曲线片链表示为μ = ∑βiCi ,βi ∈Z1
我们将三角片和曲线片的集合统一用集合 S

来表示 ,各顶点按逆时针方向排列 (内环按顺时针) ,

即 S = { S 1 , S 2 , ⋯, S m + n } = { T1 , T2 , ⋯, T m } ∪

{ C1 , C2 , ⋯, Cn}1 这样 ,由三角片和曲线片组成的

链λ = ∑
m + n

i = 1

αiS i , 称为扩展简单链 (简单链的定义见

文献[9210 ])1 下面我们都采用这种方式对扩展多边

形进行统一表示1 由此 ,本文所研究的扩展多边形的

表示方法就与文献[6 ]中全部为直线边的普通多边形

完全一致了1 由定义 5 ,图 1 所示的扩展多边形所对

应的扩展简单链可以表示为λ= C1 + T1 - C2 - T2 +

T3 + C3 + T4 1

定义 61 给定扩展简单链λ,定义特征函数 fλ∶

Rd ] Z , fλ( Q) = ∑
Q ∈S i

αi 1 也就是说 ,对坐标平面内的

每一个点 ,函数的值为包含它的三角片或曲线片的系

数和1
定义 71 给定扩展简单链λ,定义其对应的几何

实体 CPλ= { Q ∈Rd / fλ( Q) ≠0}1
定理 11 CP是由 n 条直线边或曲线边组成的扩

展多边形 ,其边集为{ s1 , s2 , ⋯, sn}1 取其中的一个元

素 si 与原点 O 构成三角片或曲线片 ,设为 S i ,则有

CP = CPλ,其中λ = ∑
n

i = 1

αiS i 1

完全由直线边构成的普通多边形的定理证明见

文献[9 ]1 下面讨论加入曲线边后扩展多边形的情况1
将问题分为两种情况进行证明1 由于 CP 和 CPλ

都有闭合边界 ,因此首先讨论位于 CP 内部的点在

CPλ中的包含情况1

设 Q 是位于扩展多边形 CP内部的点 , r 是一条

从原点引出并通过 Q 点的射线1 有以下两种情况 :

(1) 射线不经过 CP 的任何顶点1 由于 Q 点在扩

展多边形内部 ,因此射线通过 Q 点之后将与 CP 的

奇数条边相交 (根据定义 2 中的处理 ,射线与曲线边

也只相交一次)1 也就是说 , Q 点属于奇数个三角片

和曲线片 ,设为 2 k + 1 1 并且每一次相交都意味着从

实体的内部穿出到它的外部 ,反之亦然1 其中的 k 个

三角片或曲线片的系数为负 ,另外 k + 1 个为正1 故

有 fλ( Q) = k + 1 - k = 1 1 因此 ,由定义 7 可知 , Q 点

也在 CPλ所对应的实体内1
(2) 射线经过 CP 的某些顶点1 这时 ,在与 Q 点

相邻的各点中 ,必然存在与第 1 种情况相符的点 Q′1
也就是说 , Q′是一个由λ定义的实体的积累点1同时 ,

又由于该操作是正则的 ,因此 Q 点也属于 CPλ(称位

于有封闭边界的扩展多边形 CP 内部和边界上的点

为它的积累点)1
下面证明位于 CP 外部的点也不在 CPλ中1 设

Q 是位于扩展多边形 CP 外部的点 , r 是一条从原点

引出并通过 Q 点的射线1 有以下两种情况 :

(3) 射线不经过 CP 的任何顶点1 由于 Q 点在扩

展多边形外部 ,因此射线通过 Q 点之后将与 CP 的

偶数条边相交1 也就是说 , Q 点属于偶数个三角片和

曲线片 ,设为 2 k ( k 可能为 0)1 并且每一次相交都意

味着从实体的内部穿出到它的外部 ,反之亦然1 因此 ,

其中的 k 个三角片或曲线片的系数为负 ,另外 k 个为

正1 故有 fλ( Q) = k - k = 0 1 因此 ,由定义 7 可知 , Q

点也不在 CPλ所对应的实体内1
(4) 射线经过 CP 的某些顶点1 这时 ,在与 Q 点

相邻的各点中 ,必然存在与第 3 种中情况相符的点

Q′1 也就是说 , Q′不在由λ定义的实体的闭包内1同
时 ,又由于该操作是正则的 , 因此 Q 点也不属于

CPλ1

由此可见 ,加入曲线边后的扩展多边形的证明方

法与普通多边形完全一样1 事实上 ,我们可以将曲线

边离散为若干长度很小的直线边 ,这时扩展多边形就

转化为普通多边形 ,便可直接使用原来的证明1 本文

中定理 2 和定理 3 的证明方法也与扩展前的普通多

边形的相应定理的证明方法完全一致1 请参看文献

[6 ,9 ]就可很容易得到相应的证明1
定义 81 给定三角片或者曲线片 S1 = OQ1 Q2 ,

S2 = OQ′1 Q′2 ,我们称 S1 从属于 S2 或者 S2 包含 S1

( S1 ü S2) ,当且仅当 S1 = S2 ,或在 S1 的非原边 Q1 ,

Q2 上存在一点 Q , Q 在 S2 的内部1 若非原边 Q1 Q2

全部在 S2 的内部 ,称 S1 完全从属于 S2 1
在图 1 中 ,由定义 8 可得 c2 ü t1 , c2 ü c1 , c2 ü t4 ,

c2 ü c3 , t2 ü c3 , t2 ü t31

判断两三角片从属关系的方法见文献[11212 ] ,

加入曲线片后的方法基本相同 ,唯一的区别就是可能

需要进行点和带曲线边的多边形的包容测试 ,相关算

法见文献[8 ]1
定义 91 CP 是扩展多边形 , { S i | i = 1 , 2 , ⋯, n}

是其三角片和曲线片的集合1 由关系 ü 将集合中的元

素从大到小排序 ,称 level ( S i) 为 S i 的等级 (level)1若
某一个 S i 所从属的三角片或曲线片的 level 值最大

6311 计算机辅助设计与图形学学报 2003 年
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为 n ,则其 level 值为 n + 1 ;当其不从属于任何其他

三角片或曲线片时 ,等级为 1 1
由定义 9 可得 ,图 1 中各三角片和曲线片的等

级为 level ( c1 ) = level ( t1 ) = level ( t3 ) = level ( c3 )

= 1 , level ( c2) = level ( t2) = 21
定义 101 CP 是扩展多边形 , { S i | i = 1 , 2 , ⋯,

n}是其三角片和曲线片的集合1 称所有等级为 k 的

三角片和曲线片的集合为扩展多边形的第 k 层 (lay2
er k)1

在图 1 中我们可以很清楚地看到各层所包含的

三角片和曲线片1

图 3 　三角片和曲线片的相交区域

212 　扩展多边形布尔运算的相关定理

定理 21 给定两个独立的扩展多边形 CP1 和

CP2 ,λ1 = ∑
m

i = 1

αiS i 和λ2 = ∑
n

j = 1

βj U j 分别为它们所对

应的扩展简单链 , 则求交之后的扩展多边形

CP
∩
λP1 ∩P2

= CP1 ∩CP2 的扩展简单链为

λP1 ∩P2 = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

αiβj Reg ( S i ∩ U j) 1

　　完全由直线边构成的普通多边形的相应定理的

证明见文献 [9 ]1 加入曲线边后的证明方法与扩展

前完全一致1
利用定理 2 ,我们可将扩展多边形的交运算简

化为各三角片和曲线片之间的交运算1 如图 3 所

示 ,图 3 a 中的三角片 S 3 和曲线片 U 2 求交后分解

成扩展简单链 , 可表示为 Reg ( S 3 ∩U 2 ) = U 22 +

S 32 ,即图 3 b 中的阴影部分1

设 S i 和 U j 分别为两个独立的扩展多边形 CP1

和 CP2 的三角片或曲线片 ,由定理 2 可得它们的相

交区域 Reg ( S i ∩U j ) 的表达式 ,其非原边 (即 S i ∩

U j 的边界) 是 S i 和 U j 中的部分线段或曲线1 特别

是当 S i 和 U j 的非原边之间有交点时 ,其相交区域

的原边是由交点分割的子边 ,这种情况如图 3 所示1
因此 ,在做两个扩展多边形的求交运算时 ,必须首先

求出它们各边之间的所有交点 ,在交点处对其进行

分割 ,形成新的边 ,从而构成新的子边集合 ,并重新

构造扩展简单链1 在这个由子边作为非原边的扩展

简单链的集合里 ,可以求出其各元素的等级以及集

合中各层所包含的元素1 通过分解 ,边的个数将会

增加 ,我们认为是增加了新的边1 通过上述分解 ,两

个多边形求交的工作将转化为确定新的子边集合中

哪些边是结果集合中的元素1所求相交区域的边界

将由两个扩展多边形的子边集合的部分边构成1 因

此 ,求交之后的扩展多边形 CP1 ∩CP2 所对应的扩

展简单链则肯定是由 CP1 和 CP2 的扩展简单链的

一部分构成1
分别给定两个扩展多边形 (各边已由交点分割)

的三角片或曲线片 S i 和 U j ,对每一项 Reg ( S i ∩

U j) 需要确定哪一个将出现在结果链中 ,这将依赖

于它们之间的从属关系 :

(1) 若 S i 和 U j 之间不存在从属关系 ,即 S i ∩

U j = § ,则 Reg ( S i ∩U j) = § ;

(2) 若 S i ü U j ( U j ü S 时类似) ,即 S i ∩U j Α
S i ,则 Reg ( S i ∩U j ) Α S i 1 由定理 2 可知 , S i 在结

果扩展多边形的简单链中出现时 ,其系数为 S i 和

U j 的系数的乘积1
(3) 若 S i 同时从属于若干个不同的三角片或曲

线片 ,则其将以不同的系数在最终的简单链中出现1
由此可见 ,若 S i 同时从属于不同的三角片或曲

线片 ,它在结果多边形的简单链中也将出现多次 ,但

每次出现时的系数不同 ( + 1 , - 1 , 0) ,从而 S i 最终

的系数将是这些系数的和 ;如果它们在不同的层次

中 ,则求和的结果也应在集合{ + 1 , - 1 , 0}中1 在经

过最初的交点分解后 , S i 可能从属于同一层的多个

三角片或曲线片 ,造成重复计算1 为了避免发生这

种情况 ,我们有下面的定义1
定义 111 Hl ( S i , CP2 ) = { U j ∈CP2 | S i ü U j

and level ( U j) = l} ,即扩展多边形 CP2 中第 l 层所

有包含 S i 的三角片或曲线片所构成的集合1
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为每一个三角片或曲线片定义这个集合的目的

是为了避免求系数和时的重复运算1 在定理 3 ,也是

本文最重要的一个定理中 ,我们将用到这个集合的

基 (集合中的元素的个数)1
定理 31 设 CP1 , CP2 是两个独立的扩展多边

形 ,λ1 = ∑
m

i = 1

αiS i 和λ2 = ∑
n

j = 1

βi U j 分别为它们所对应

的扩展简单链 ,其中的三角片和曲线片的非原边由

经交点分割后的子边构成 ;则求交之后的扩展多边

形 CP
∩
λP1 ∩P2

= CP1 ∩CP2 所对应的扩展简单链为

λP1 ∩P2 = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

αiβi Reg( S i ∩ U j) = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

γk Rk ,

其中 ,

γkRk =

αiβj

card( Hl ( S i , CP2) )
, S i ü Uj , l = level ( Uj)

αiβj

card( Hl ( V j , CP1) )
, V j ü S i , l = level ( S i)

0 , 　　　　　　　　S i 和 Uj 之间无从属关系

1

　　全部为直线边的普通多边形的相关定理的证明

见文献[6 ]1 显然 ,在对扩展多边形采用了与普通多

边形完全一致的表示方法之后 ,定理的证明也完全

一致1
由定理 3 的结果 ,我们可以很容易地得出计算

扩展多边形的并和差的两个重要的推论1
推论 11 设 CP1 和 CP2 是两个独立的扩展多边

形 ,λ1 = ∑
m

i = 1

αiS i 和λ2 = ∑
n

j = 1

βi U j 分别为与它们相关

的扩展简单链 ,则对 CP1 , CP2 做并运算后得到的扩

展多边形 P
∪
λCP1 ∪CP2

= CP1 ∪CP2 所对应的扩展简

单链为

λCP1 ∪CP2 = ∑
m

i = 1

αiS i + ∑
n

j = 1

βjU j - ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

γk Rk

　　推论 21 设 CP1 和 CP2 是两个独立的扩展多边

形 ,λ1 = ∑
m

i = 1

αiS i 和λ2 = ∑
n

j = 1

βi U j 分别为与它们相关

的扩展简单链 ,则对 CP1 , CP2 做差运算得到的扩展

多边形 P
D

λCP1 - CP2
= CP1 - CP2 所对应的扩展简单

链为

λP1 - P2 = ∑
m

i = 1

αiS i - ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

γk Rk1

　　推论 1 ,2 的相关证明见文献[9 ]1

3 　算法流程

虽然我们的理论比较复杂 ,但是利用它来进行

扩展多边形布尔运算的算法接口却非常简单1 首先

给出求交运算的算法 ,求并和求差的算法可以从求

交算法简单的推出1
对两个扩展多边形进行求交运算的步骤如下 :

Step11 首先 ,对各曲线边按定义 2 给出的方法进行分

割 ,形成新的曲线边 ,重新构造曲线片 ;然后 ,求出两扩展多

边形各非原边之间的交点[ 13 ] ,并进行分割1 这样 ,所有的边

就都呈逆时针方向排列且两两之间最多只有一个交点1 时

间复杂度为 O ( nlog ( n) )1
Step21 构造两扩展多边形相关的扩展简单链 ,计算各三

角片和曲线片所处的层1 由定义 9 可知 ,系数为正的三角片

或曲线片的等级为奇数 ,系数为负的等级则为偶数[ 6 ]1 因

此 ,可以利用扩展多边形的从属关系矩阵来进行计算[ 6 ]1 矩

阵的行为系数为正的三角片或曲线片 ,列是系数为负的三角

片或曲线片1 这样 ,只要遍历这个矩阵就可以计算出扩展简

单链中每一个三角片或曲线片的等级1 复杂度为 O ( n2)1
Step31 利用定理 3 计算扩展多边形各三角片和曲线片

是否存在于求交之后的扩展简单链中1 对每一个三角片或

曲线片 ,计算它与另外一个扩展多边形各三角片和曲线片之

间的从属关系1 例如 ,若 S i ü U j ,并且尚未检测到 S i 从属于

U j 所在层的其他三角片或曲线片 ,则以αiβj 作为 S i 的系数

将其加入到结果扩展简单链中 ;若已经检测到 S i 从属于 U j

所在层的其他三角片或曲线片 ,则不做任何操作1 这样 , S i

就可能以 + 1 或 - 1 作为系数在结果扩展简单链中出现多

次 ,而其最终的系数则为所有这些系数的和 ,且都在集合{ +

1 , - 1 ,0}中1 保留系数为 + 1 和 - 1 的三角片和曲线片的非

原边作为结果扩展多边形的边 ,便完成了求交运算1 其时间

复杂度为 O ( n2)1

本文算法总的时间复杂度为 O ( n2 ) , 效率很

高 ,详细分析见文献[6 ]1
由推论 1 可知 ,并运算是从两个扩展多边形的

所有三角片和曲线片的集合中减去求交所得的结果

扩展多边形中的三角片和曲线片1 所以 ,只要用两

扩展多边形各三角片和曲线片原始的系数减去求交

之后的系数 ,就可以在交运算的基础上完成扩展多

边形的并运算1
同理 ,由推论 2 ,差运算 CP1 - CP2 是从扩展多

边形 CP1 所有三角片和曲线片的集合中 ,减去求交

后的结果扩展多边形中的三角片和曲线片1 因此 ,

只要用 CP1 各三角片和曲线片原始的系数减去求

交之后的系数 ,并将求交之后 CP2 各三角片和曲线

片的系数取反 ,就可以在交运算的基础上完成扩展

多边形的差运算1

4 　算法应用举例

下面给出应用本文算法进行扩展多边形布尔运
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算的一个实例1 图 4 所示为两个初始的扩展多边

形 ,其中 CP2 包含一个内环1 按照第 3 节的算法进

行计算 ,首先求两个扩展多边形的交1

图 4 　初始的扩展多边形

Step11 多边形分割1 对两扩展多边形进行曲线分割和

交点分割 ,以新的边作为非原边构造相关的扩展简单链为

λCP1 = S 11 + S12 + S 13 + S14 + S2 - S 31 - S32 ,

λCP2 = U1 - U21 - U22 - U23 - U3 + U4 -

U51 - U52 - U6 + U71 + U721

　　Step21 层次计算1 分别计算两扩展多边形各层所包含

的三角片和曲线片1
CP1 :Layer 1 : S11 , S 12 , S 13 , S14 , S 2 ;Layer 2 : S 31 , S321

　　CP2 :Layer 1 : U1 , U4 ;Layer 2 : U21 , U51 , U52 , U6 ,

Layer 3 : U71 , U72 ;Layer 4 : U22 , U23 , U31
各三角片和曲线片所处层数的计算方法见文献[12 ]1
Step31 系数计算1 计算结果扩展简单链中各三角片和

曲线片的系数 ,结果如表 1 所示1
表 1 中的行、列分别对应扩展多边形 CP1 和 CP2 的三

角片和曲线片 ,括号里的数字表示该三角片或曲线片所处的

层1 L evelsDom ( S i) 是一个记录包含 S i 的三角片和曲线片所

处层数的链表 , Coef f icient ( S i) 表示三角片或曲线片 S i 的系

数1 表 1 中的元素按下述方法加入 :

a1 若 U j 从属于 S i ,则在第 j 行第 i 列加入元素 (αiβj ,

0) ,并在链表 L evelsDom ( U j) 中加入 S i 所处的层数 ,以便在

计算最终的结果时可不再考虑 U j 所可能从属的 CP1 中的

其他的三角片和曲线片 ;

b1 若 S i 从属于 U j , 则在第 j 行第 i 列加入元素 ( 0 ,

αiβj) ,并在链表 L evelsDom ( S i) 中加入 U j 所处的层数 ,以便

在计算最终的结果时可不再考虑 S i 所可能从属的 CP2 中的

其他的三角片和曲线片 ;

c1 若 S i 和 U j 无从属关系 ,则在第 j 行第 i 列加入元素

(0 ,0) ;

d1 若 S i 和 U j 有从属关系 ,例如 S i ü U j ,但 U j 所处的

层数已在 L evelsDom ( S i) 中 ,则在元素 (0 ,αiβj) 中的αiβj 后面

打上一个 3 ,在求最后的系数和时忽略不计1

表 1 　对图 4 中的两个扩展多边形应用求交算法所得结果

λCP1 S 11 (1) S 12 (1) S 13 (1) S 14 (1) S 2 (1) S 31 (2) S 32 (2) Coef f icient ( U j)

λCP2
LevelsDom ( S i) →
LevelsDom ( U j) ↓ 1 ,2 ,3 1 ,2 1 1 ,2 1 ,2 ,4 ,3 1 ,2 ,3

U 1 (1) (0 ,1) (0 ,1) (0 ,1) (0 ,1) (0 ,0) (0 , - 1) (0 , - 1) 0

U 21 (2) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 , - 1) (0 ,0) (0 ,1) (0 ,0) 0

U 22 (4) 1 (0 ,0) ( - 1 ,0) ( - 1 3 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,1) (0 ,0) - 1

U 23 (4) 1 ,2 (0 ,0) ( - 1 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (1 ,0) 0

U 3 (4) 1 ,2 ( - 1 ,0) ( - 1 3 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (1 ,0) 0

U 4 (1) (0 ,1 3 ) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 , - 1 3 ) 0

U 51 (2) 1 (0 ,0) (0 ,0) ( - 1 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,1 3 ) (0 ,0) - 1

U 52 (2) (0 ,0) (0 , - 1) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,1 3 ) (0 ,1) 0

U 6 (2) (0 , - 1) (0 , - 1 3 ) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,1 3 ) 0

U 71 (3) (0 ,1) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 , - 1) 0

U 72 (3) 1 (0 ,0) (1 ,0) (1 3 ,0) (0 ,0) (0 ,0) (0 , - 1) (0 , - 1 3 ) 1

Coef f icient ( S i) 1 0 1 0 0 0 - 1

　　Step41 结果提取1 由表 1 中的计算结果 ,取出系数和为

+ 1 和 - 1 的三角片和曲线片 ,可得求交之后的扩展多边形

所对应的扩展简单链为λCP1 ∩CP2 = S11 + U72 - U51 + S13 -

U22 - S 32 ,对应的扩展多边形如图 5 所示的阴影部分1

同理可得求并和求差之后的扩展多边形所对应的扩展

简单链分别为λCP1 ∪CP2 = S 14 + S 2 - S31 - U23 - U3 + U4 +

U1 - U21 + S12 - U52 - U6 + U71 (对应的扩展多边形如图 6

所示的阴影部分) ;
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图 5 　求交之后的扩展多边形

λCP1 - CP2 = S 14 + S 2 - S31 + U22 + S12 + U51 + U72 (对应

的扩展多边形如图 7 所示的阴影部分)1

图 6 　求并之后的扩展多边形

图 7 　求差之后的扩展多边形

5 　算法分析与比较

本文算法基于简单链[9 ]的概念 ,构造了一个完

整的数学模型 ,使带曲线边的多边形有了统一的数

学表示形式1 在进行布尔运算的时候 ,不必再考虑

各种特殊情况 ,大大提高了计算效率1 也就是说 ,本

文算法是一种形式化的方法 ,无论是实体的表示还

是中间的运算过程都有具体而统一的数学表示模

型 ,与其他无论是基于边界[3 ,14 ]还是基于扫描线[15 ]

的非形式化算法都有着本质的区别1 以文献 [ 15 ]中

很经典的二维布尔运算算法为例 (该算法同样适用

于带曲线边的多边形) ,由于它没有统一的数学表示

模型 ,因此在计算中需要考虑许多特殊情况 ,使程序

变得复杂 ,复杂度也较高 ,为 O ( n2log ( n) )1 本文算

法则对任何情况都可以采用统一的方法进行计算 ,

这在很大程度上提高了程序的效率 ,构造完整数学

模型的重要性也可见一斑1

6 　结论与展望

本文在文献[6 ]工作的基础上进行扩展 ,提出了

一种带曲线边的平面扩展简单多边形的布尔运算的

新算法1 该算法效率高、鲁棒性强 ,特别是对一些特

殊情况的处理具有很好的稳定性1 另外 ,代码编写

也比较简单 ,算法的核心部分仅有 400 行左右 ,具有

很高的实用价值 ,将来甚至可以考虑进行硬件化1
目前 ,本文研究的扩展多边形的曲线边仅限于圆锥

曲线 ,下一步我们准备将其扩展到自由曲线 ,并争取

实现三维实体的布尔运算算法1
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图 3 　例 1

算法得到该点线集的三角剖分 ,如图 4 所示1 其中

粗线是给定的线段 ,细线为增加的连线1

图 4 　例 2

6 　结束语

本文利用平面扫描思想设计求解平面散乱点线

集三角剖分问题的算法 ,其优点是时间复杂性低 ,易

于编程 ,而且对大输入量数据 N 不易出错1 本文算

法为平面散乱点线集三角剖分问题的解决提供了一

条新的途径1
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