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平面扩展多边形分层表示的构造方法及简单应用
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(清华大学计算机科学与技术系　北京　100084)

摘 要 　平面多边形的分层表示 (L2REP)是一种基于三角形片的多边形表示模型 ,具有构造简单、鲁棒性强等优点 ,

并且在许多问题上都有着很好的应用1 文中在这一工作的基础上进行扩展 ,使其可以应用到带圆锥曲线边的平面扩

展多边形上 ,提出平面扩展多边形的分层表示方法 (CL2REP) ,并给出了完整的数学模型和两种典型的构造算法1 最

后给出了使用该方法的几个简单应用 ,主要是布尔运算和包容测试等 ,可见使用 CL2REP 能够简单、有效地解决这些

问题1
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Construction of Layer2Based Representation for Curved2Edge Polygons
and Its Applications

Yan Dongming 　Dong Weiming 　Sun Jiaguang
( Depart ment of Com puter Science and Technology , Tsi nghua U niversity , Beiji ng 　100084)

Abstract 　　The layer representation (L2REP) is a triangle2based representation for polygons1 It is

simple and robust , and presents interesting properties for several applications1 We extend this algorithm

to curved2edge polygons and present CL2REP for Layer2based representation of curved2edge polygons1 A

formal mathematical model of it is defined and two representative algorithms to construct it are given1
Several simple applications of this model are presented , with a special emphasis on the Boolean opera2
tions and point2in2polygon inclusion test , which can be easily and efficiently solved using the CL2REP1
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1 　引　　言

平面多边形的各种分解表示方法[1 ]在计算机几

何造型领域中有着广泛的应用1 最近 ,Rueda 等提出

了平面多边形的分层表示方法 (Layer Representation ,

L2REP) ,并且给出了构造 L2ERP 的多种算法和它

的一些应用[2 ] ,如布尔运算[3 ]和点的包容测试[4 ]等1

本文在文献[2 ,5 ]的基础上 ,给出了带圆锥曲线边的

平面扩展多边形分层表示方法的定义和构造算法 ,

以及以该模型为基础的两个具体应用1

2 　扩展多边形的分层表示

首先给出本文主要研究的扩展多边形的一些

定义1
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定义 11 至少有一条边为圆锥曲线 (包括圆弧、

椭圆弧、双曲线段和抛物线段)的平面简单多边形称

为扩展多边形1 由直线段构成的边称为扩展多边形

的直线边 ,由曲线段构成的边称为扩展多边形的曲

线边1 我们可以用如下方式表示一个扩展多边形

CP = { t1 , t2 , ⋯, t m } ∪{ c1 , c2 , ⋯, cn} 1
其中 , t 表示直线边 ; c 表示曲线边 , c = ( f , V 0 , V 1 ,

k) , f 是曲线的方程 , V 0 和 V 1 为两端点 , k 的取值

为 1 或 - 1 ,分别表示曲线位于向量 V0 V1 的右侧或

左侧[6 ]1 如图 1 所示 , { c , d , e , f , g} ∪{ a , b , h} 即

为一个扩展多边形1

图 1 　一个简单的平面扩展多边形

定义 21 对位于笛卡尔坐标系第一象限的扩展

多边形 CP ,将其每一条直线边 t 的两个端点分别

与坐标系原点 O 相连 ,构成一个闭合三角形 ,称为

三角片 ,称 t 为三角片的非原点边 ,与原点相连的边

称为三角片的原边1 将每一条曲线边 c 的两个端点

分别与坐标系的原点相连 ,构成闭合扩展多边形 ,称

为曲线片 ;同样地 ,称 c 为曲线片的非原点边 ,与原

点相连的边称为曲线片的原边1
如图 1 所示 ,将扩展多边形各边的顶点与原点

相连 ,便可以得到一系列三角片或曲线片1
有一种特殊情况需要考虑1 如图 2 a 所示 ,在构

造曲线片 C1 时 ,它的原边和非原点边之间产生了

交点 ,这在计算从属关系时会发生问题 ,所以这种情

况是不允许出现的1 因此 ,我们进行如下处理 :

如果从原点引出的任意一条射线与曲线片的非

原点边有多于一个的交点 (包括顶点) ,则将曲线片

分割成更小的片1 求出从原点出发的射线与曲线片

原边的切点 ,以切点作为分割点将曲线段分割 ,将分

割后的曲线段作为新的边代替原来的边加入到扩展

多边形中1 这样 ,分割后将产生多个曲线片 ,这些曲

线片的原边与非原点边不存在除顶点外的交点 ,且

从原点引出的任意一条射线与曲线边都最多有一个

交点 ,如图 2 b 所示1 在本文后面的论述中 ,如不作

特殊说明 ,所研究的都是经过分割之后的曲线片1

图 2 　曲线片的非原点边与原边有交点时的处理方法

我们将三角片和曲线片的集合统一用集合 S

来表示 , S = { S 1 , S 2 , ⋯S m + n} = { T1 , T2 , ⋯, Tm }

∪{ C1 , C2 , ⋯, Cn} ,统称为简单片1
以任意点为坐标原点 ,扩展多边形的每一条边

为非原点边 ,可以定义一组简单片 ,这些简单片叫作

“原简单片”1 因为它们都有一个顶点是坐标原点 ,

所以每个原简单片都含有两条由原点和扩展多边形

顶点决定的边 (原边) ,并且有一条属于扩展多边形

的非原点边1
简单片顶点的排列方向决定了它们的符号 ,如

果是逆时针排列则符号为 + 1 ,否则为 - 1 1 若原点

和三角片的另外两个顶点在同一直线上 ,则这个退

化的三角片符号为 0 ,如图 3 a 所示1 如果原点和曲

线片的另外两个顶点在同一直线上 ,则应该对这个

曲线片进行分割 ,如图 3 b , 3 c 所示 ,所以曲线片的

符号不会为 0 1 给定简单片 S = O P1 P2 ,其符号用

sign ( S ) =
P1 x P1 y

P2 x P2 y

计算1

　　定义 31 给定简单片 S i ,定义其系数
αi = sign ( [ S i ]) 1

　　定义 41 给定简单片 S1 = OQ1 O2 和 S2 = OQ′1 Q′2 ,

我们称 S 1 从属于 S 2 或者 S 2 包含 S 1 ( S 1 ü S 2) 当

且仅当 S 1 = S 2 ,或在 S 1 的非原点边 Q1 和 Q2 上存

在一点 Q , Q 在 S 2 的内部1 若非原点边 Q1 Q2 全部

在 S 2 的内部 ,称 S 1 完全从属于 S 21
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图 3 　三角片或曲线片的两个顶点和原点在同一直线上的情况

　　判断两三角片从属关系的方法见文献[6 ] ,加入

曲线片后的方法基本相同 ,惟一的区别就是可能需

要进行点和带曲线边的多边形的包容测试 ,相关算

法见文献[4 ]1
定义 51 定义从属链 S = { S 0 , S 1 , ⋯, S n}为一

个简单片的集合 ,其中 S i ü S i + 1 ,0 ≤i < n1
定义 61 给定简单片 T 和 S ,如果我们可以找

到一个从属链连接它们 , S = { S 0 , S 1 , ⋯, S n} ,其中

S 0 = T , S n = S ,则称 T ≤S 1
定义 71 定义一个简单片 S i 的序号 ind ( S i ) 为

在扩展多边形 CP 的简单片集合中从简单片 S i 开

始的最长从属链的长度1
简单片可以按照它们的序号存储在不同的层次

中 ,这就是扩展多边形的分层表示法 ,下面给出它的

定义1
定义 81 定义扩展多边形 CP 的分层表示法

CL2REP 为一个包含相同序号的简单片的层次的集

合 ,即 CR = { L 1 , L 2 , ⋯, L l } , 其中 L i = { S j :

ind ( S j) = i}包含所有序号为 i 的简单片 S j , l 是扩

展多边形 CP 的原简单片的最大层数1
从图 1 可以很清楚地看到各层所包含的简单

片 ,其中的扩展多边形的分层表示如图 4 所示1

图 4 　图 1 中的扩展多边形的分层表示

根据上面的定义 ,我们给出下面的引理1
引理 11 同层的两个简单片的交为空1
完全由直线边构成的普通多边形的定理证明见

文献[2 ]1 下面我们来看加入曲线边后的扩展多边
形的情况1

证明1 用反证法1 设 S 和 T 为 L i 层的两个简单

片 ,若 S 和 T 的交不为空 ,那么 S 的非原点边必有

一部分包含在 T 内 (反之同理) , 即 S ü T 1 如果

T ∈L i , ind( T) = i ,即 T 的最大从属链的长度为 i1
但此时 S 的最大从属链长度应该为 i + 1 ,与 S ∈L i

矛盾 ,引理得证1 证毕1
由此可见 ,加入曲线边后的扩展多边形的证明

方法与普通多边形完全一样1 事实上 ,我们可以将

曲线边离散为若干长度很小的直线边 ,这时扩展多

边形就转化为普通多边形 ,可直接使用原来的证明1
下面的引理 2 和定理 1 的证明方法也与扩展前的普

通多边形的相应定理的证明方法完全一致1 由于篇

幅有限 ,对后面的引理 2 和定理 1 不再给出详细证

明 ,请参考文献[3 ,6 ]1
引理 21 给定层 L i ,如果 i 为奇数 ,则该层的简

单片符号为正 ,反之为负1
全部为直线边的普通多边形的相关定理的证明

见文献[2 ]1 如前所述 ,加入曲线边后的证明方法与

加入前完全为直线边的证明方法一致 ,此处略1 由

引理我们可以得到下面的定理1
定理 11 设 CP 为一个扩展多边形 , CR = { L 1 ,

L 2 , ⋯, L l } 是它的 CL2REP 层 ,扩展多边形 CP 可

以由 CR 中每一层中的简单片通过布尔运算来构

造 :

如果 l 为奇数 , CP = (11 ( ( ( L 1 - L 2) ∪L 3) -

L 4) ⋯∪L l) ;

否则 , CP = (11 ( ( ( L 1 - L 2) ∪L 3) - L 4 ) ⋯-

L l) 1
加入曲线边后的证明方法与扩展前完全一致 ,

此处略1

3 　CL2REP 的构造和实现

扩展多边形的分层表示实现起来并不复杂 ,我

们采用面向对象的方法1 定义了扩展多边形类

CPolygonEx2 D ,它包含一个三角片数组 arrTriangle2 D
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和一个环结构 loop ;环包括内环和外环 ,环结构将多

边形的所有顶点按照逆时针方向 (外环 ,内环定点按

照顺时针方向存放)存放在一个点数组 arrV ertex t2 D

中1 我们仅给出基本的三角片和多边形的数据结

构 ,大量的成员函数的定义及声明略1
(1) 多边形点的数据结构

struct Point2 D

{

　CPoint p ;

　bool IsV ertex ; ∥标志该点是顶点还是交点

} ;

(2) 三角形片的数据结构
struct t rian

{

　Point2 D p1 , p2 ;

∥三角形对应多边形边的两个顶点 ( start , end)

　int coef ; ∥三角形片的参数 (1 ,0 , - 1)

　int level ; ∥三角形片的 level

　int num1 ; ∥三角形片的标号

} ;

(3) 多边形环的数据结构
struct loop

{

　CA rray〈 Point2 D , Point2 D &〉arrV ertex t2 D ; ∥存

储环上各顶点

　bool Is Hole ; ∥标志环是否为洞

} ;

CS im pleChipNode 为图的节点类 ,存放每个节点的层数

和它的父、子节点 ,以及对应的扩展多边形的非原点边1

构造扩展多边形的分层表示有许多方法 ,如基

于图矩阵的方法[2 ] ;另外 ,文献 [4 ]中提出的一些方

法在这里也适用1 本文提出两个更加简单的算法1

图 5 　简单片对应的有向图

311 　深度优先算法

首先定义一个有向图 G , 它的节点是三角片

S 0 S 1 S 2 ⋯S n ,如果 S i ü S i + 1 ,则在节点 i 和 j 之间

加入一条有向边 ,如图 5 所示为图 1 中简单多边形

对应的有向图1 每个节点中记录的从属于该节点的

那些节点称为其子节点 ,该节点称为它们的父节点1
简单片 S i 的序号定义为从 S i 出发到某一节点

S j 的最长的从属链的长度 ,等价于找一条从节点 S i

出发到另一节点的最长路径1 我们采用深度优先算

法 ,对所有节点使用深度优先搜索 ,找出每个节点到

层数为 1 节点的最大距离即为它们的层数1 所有出

度为 0 的节点 ,即没有父节点的节点 ,它们的层数为

11 由于有向图的深度优先的算法复杂度为 O (max

{ | V | , | E| } ) [7 ] ,其中 , | V | 为图的顶点数 , | E| 为图

的边数 , 因此 , 该算法的平均复杂度不会超过 O

(max{ n , | E| } ) , | E| 为所有的从属关系的数目1 该

算法的形式描述如下 :

算法 11
void Const ruct ( CPolygon Ex2 D CP)

{

　cp1 S plit () ; ∥对扩展多边形进行分割 ;

　Graph G; ∥有向图

　CreateGraph ( CP , G) ∥按照简单片之间的从属关

系生成图 G;

　for ( i = 0 ; i < G1 GetNodeN um () ; i + + )

∥对 G 的每个节点用深度优先计算层数

　{

　　D FS ( G1 GetNode ( i) ) ;

　}

}

生成图的算法如下 :

CreateGraph ( CPolygon Ex2 D CP , Graph G)

{

　for (int i = 0 ; i < CP1 Get EdgeNum () ; i ++ )

　{

　　CSimpleChipNode si ( CP1 Get Edge( i) ) ; ∥图的节点

　　G1 A ddNode ( si) ; ∥生成有向图

　　for ( j = 0; j < i < CP1 Get EdgeNum () ; j ++ )

　　{

　　　CSimpleChipNode sj ( CD1 Get Edge( j) ) ;

　　　if ( si1 subordinates ( sj) )

　　　{

　　　　si1 A ddFatherNode( sj) ; ∥保存父节点

　　　　sj1 A ddChildNode( si) ; ∥保存子节点

　　　}

　　　else if ( sj1 subordinates ( si) )

　　　{

　　　　sj1 A dd FatherNode ( si) ;

　　　　si1 A ddChildNode ( sj) ;

　　　}

　　}

　}

}

深度优先算法的描述如下 :

83 计算机辅助设计与图形学学报 2004 年
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void D FS ( CS im pleChipNode node)

{

　∥如果没有子节点 ,则层数为 1

　if ( node1 GetChildN um () = = 0)

　　{

　　　node1 level = 1 ;

　　　return ;

　　}

　∥对 node 的每个子节点进行递归的搜索

　for ( i = 0 ; i < node1 GetChildN um () ; i + + )

　　{

　　　D FS ( node1 GetChildNode ( i) ;

　　}

　∥该节点的层数即为子节点的最大层数加 1

　node1 level = max ( node1 GhildNode1 level) + 1 ;

}

312 　动态算法

利用图的特性 ,我们首先找到出度为 0 的节点 ,

这些节点肯定是属于第一层的1 从图中删除这些节

点以及指向它们的有向边 ,余下的出度为 0 的节点

肯定属于第二层 ,依次类推 ,即可确定每个节点的层

次1 该算法在本质上和算法 2 是相同的 ,所以的复

杂度也相同1 算法 2 的形式描述如下 :

算法 21
void Const ruct ( CPolygon Ex2 D CP)

{

　　CP1 S plit () ; ∥对扩展多边形进行分割

　　Graph G; ∥有向图

　　CreateGraph ( CP , G) ∥按照简单片之间的从属

关系生成图 G ,同算法 1

　　level = 1 ;

　　while ( ! G1 Is Em pty () )

　　　{

　　　　CSim pleChipNode arrChip [ ] ;

　　　　FindS ingleNodes ( G , arrChip) ∥找到 G 中

出度为 0 的节点 ,存放在 arrChip 中

∥层数设为 level

　　　　SetModif y Flag ( G , arrChip) ∥将上述节点

作标记 ,从 G 中删除指向它们的边

　　　　level + + ;

　　　}

}

4 　一些应用

对扩展多边形使用分层表示之后 ,可以方便地

求出扩展多边形的面积 ,只要用处于奇数层的简单

片的面积之和减去处于偶数层的简单片的面积之和

即可1另外 ,我们认为利用这一模型可能可以计算扩

展多边形的其他一些几何或物理特性 ,如质心和惯

性距等 ,但实现这些功能还需要进行更深入的研究1
下面我们着重提出两个应用 :平面扩展多边形

的布尔运算和点的包容测试1
411 　布尔运算

文献[5 ]的工作主要实现了平面扩展多边形的

布尔运算 ,该算法根据文献[8 ]提出的平面简单多边

形布尔运算算法扩展而成 , 相对于其他一些算

法[9210 ]比较新颖 ,并具有更强的鲁棒性 ,可以对平面

扩展多边形进行并、交、差的运算 ,且无需考虑各种

各样复杂的特殊情况1 具体模型和算法见文献 [ 5 ]1
附图 1 所示为一个布尔运算的例子1
412 　二维扩展多边形点的包容测试

文献[4 ]提出了一个带曲线边的扩展多边形的

点的包容测试算法1 该算法与原有的其他一些算

法[11212 ]相比 ,具有简单、鲁棒和适应性强的特点 ,而

它的基础也是本文所描述的扩展多边形的分层表

示 ,下面进行简单的描述1 与文献 [ 1 ]中给出的普通

多边形包容测试的算法类似 ,我们定义扩展多边形

的边界表示为 CP = { e1 , e2 , ⋯, en} ,其中 ei 为扩展

多边形的第 i 条边 ;定义 Q 为任意一点 ,定义

k i =

1 , 　 if sign ( t i) > 0 and Q ∈ t i

- 1 , if sign ( t i) < 0 and Q ∈ t i

0 , 　 otherwise

,

其中 , sign ( t i) 是简单片的符号 ,由它所对应的扩展

多边形的边的方向决定 , Q ∈CP 当且仅当 ∑k i > 01
因此 ,点的包容测试可以很方便地由点在简单片中

的测试结果得到 :给定一个任意点 Q 和原简单片 T

= { OAB } ,如果 sign ( QOA ) ≥0 , sign ( QAB ) ≥0 和

sign ( QB O ) ≥0 ,则 Q 在 T 中1 算法与文献 [3 ]类

似 ,此处略1

5 　结论和下一步工作

本文提出了平面简单扩展多边形的分层表示方

法 ,并给出了一些应用1 本文算法基于一些简单的

概念 ,如三角片、曲线片、从属关系、从属链和层等 ,

通俗易懂 ;同时 ,实现该模型所需要的数据结构也比

较简单 ,效率比较高1 在应用上 ,CL2REP 在布尔运

算和包容测试的计算中都有着很高的效率和稳定

性 ,即使在扩展多边形的边很多的情况下也能很好

的工作1
本文所研究的扩展多边形在凸性上没有任何限

制 ,并允许内环的存在1 但是 ,由于过于复杂的缘

故 ,没有考虑边自交的情况 ,这方面目前我们正在做
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进一步的研究 ;同时 ,还在对包容测试算法进行改

进 ,争取将其时间复杂度减为 O (log l ) ,其中 l 为

CL2REP 的最大层数1 另外 ,我们准备将该模型的思

想扩展到三维空间 ,以使其有更广的应用范围1

a 初始的扩展多边形

c 对 a 求并之后初始的扩展多边形

b 对 a 求交之后的扩展多边形

d 对 a 求差之后的扩展多边形

附图 1 　布尔运算举例
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