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用二次最优控制推导K al m an

滤波器和最优插值器

王 飞 跃

力 学 系

木文通过最小二乘拟合方法
,

将最优估计问题转换成二次最优控制问题
,

然后用统一的 方 式

导出 K al m a n 一

B u c y最优滤波器和 aR
n c h

一

T u n g
一

S t ir e b el 最优插值器等
,

同时还给出最优插值器

的一种新形式
。
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0 引

K al m an
一
B cu y 滤波器和最优插值器在随机控 制理论中的重要作用是比较熟悉 的

。

在 最

优滤波器的最初推导中
, K al m a n , B cu y 采用了正交投影定理 I ’ , “ l ,

对许多工程设计人员

来说
,
这种推导方法比较复杂

,
要有一定的数学基础才能掌握

,

文 献〔3
,
4〕直接假设滤波器是

线性的
,

对离散情况下导出了 K al m a n 一
B cu y滤波方程

,

其过 程简单得多
,
然后取极 限 得 到

连续时间的 K al m a n 一 B cu y滤波方到
。

其中文献 〔 4 」的推导要比文献 〔 3 〕好一 些
, 文 献 〔 4 〕

仅假设滤波方程是线性的
,
而文献〔 3 」则一开始就假设滤波方程是预测

一

校正型
。

在本 文 附

录中
,
我们表明

,
文献 〔 4 〕中的方法可直接推广到连续时间

,
而毋需极限过程

。

另一种推导 K al m a n 一
B cu y滤波器和最优插值器的方法是采用最小二乘拟合方法

,

它可以

看作是 G a us s
发明最小二乘法时的原始思想的直接推广 r “ l

。
L ee 在其博士论文中首先用这种

方法导出离散情况下的 K al m a n 一
B uc y 滤波器 f “ ]

。

这种方法的优 叹在于
:

将最优估计问题转

换成经典的二次最优控制问题
,

从而可以用熟知的变分方法解决估计问题
,

这种方法可以直接

推广到非线性估计问题中去
, 从而可以用众多的近似最优控制方法解决非线性估计问题

。

在文献 〔6〕中
, L e e

仅对离散时间系统用数学归纳法 导出了 K al m a n 一
B cu y 滤波器

,

但其证

明显然是不完全的
, 因为它只对 i = O, 1 , 2 时的倩况 ( 见后面第三节 )

,

证明了用最小二乘

拟合法得到的滤波恰好是 K al m a n 一 B uc y 滤波
,

然后直接认为一般情况下的滤波也是 K al m a n -

J . , . . . . . 叫. . ~ ~
,

一一
— 一 一一—

—
一一

、

本文于1 987 年 3月 n 日收到
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B姗 y滤波
,
这是因为已知 K al m a n 一 B cu y方程的缘故

。

实际上
,
如按 L ee 的方法证 明 这一问

题
,
首先得解一个最优插值问题

,
但最优插值的解包含了最优滤波的解

,
因此陷入循环

。

而

且
, L ee 的方法显然不适合连续时间的情况

。

本文中
, 我们通过求解二组两点边值问题的 微

分方程
,
首先求出最优滤波问题的解

,
证 明它正是 K al m a n 一 B cu y滤波

,
然后推出最 优 插 值

问题之解
。

这样
, 我们就用统一的方式证明了K ia m a n 一 B cu y 滤波器和其它一些最优插值

,

可

以用经典的确定性二次最优控制理论直接导出
。

本文的推导是针对时不变系统 的
, 但全部结论对时变系统仍然成立

。

连续时间系统

设所考虑的线性随机系统为

X 二 F X + B 林 + G W ( 1 )

y = H x + U ( 2 )

其中 x 〔 R
” , u 〔 R ’ , 夕, ” 〔砂

, w 〔 R ` ,
而 F , B , G , H是具有适当维数的系统 矩阵

,
控制

u ( )t 假定为已知
,
过程的随机特性为

:

E { x (玄
。
) } == 戈 。 , e o v 天x ( r 。 ) } “ P 。 , P 。 > 0

E { u ( t ) } = 0 , e o v {V (君) } = 双 d ( r 一 了 ) , R > 0

E { w (忿) } = 0 , c o v笼w ( t ) } = Q d ( t 一 r ) , Q> 0

E王x ( o ) u ( t ) T } = 0 , E {” (才) w (丁 ) 丁 } = 0 , E { w ( t ) 戈 ( O ) T } = 0

式中 d ( t 一 T )是 D ir ac 函数
, ( )

了
表示 ( ) 的转置

。

记至时间 t 时的全部测量为 Y = {y( 约 I t
。《 T《 好 , 相应的状态估计 为 x

( 3 )

(了 } t )
, t 。 ( 丁

《 t , 我们的目的是按最小二乘拟合方法求出 滤 波 x( t 1t ) 和插 值 二 ( 引 t ) 的方程
。

按照最小二乘法原理
, 此时

,
方程误差 `” 是 J ( : ) =

一

夯 皿x ( :
。

}。 ) 一 x 。
!!

2 一 ,

·

孟I:
。
〔 }} , 一 。

众
7
} , ) ! ,二

一 十 : ,袄
· ,` , ,,;

一 〕` ·
( 4 )

同时
,
在给定测量 Y :

下
,
双

:
I t ) 满足约束方程

x ( :
}忿) = F x ( T {蓄) + B u + G w ( 丁卜 ) ( 5 )

其中导数是对于
: 而取的

。

至此
,

估计问题已转换成一个以 w ( :
} t ) 为控制函数

,

优控制问题
,
从而

,
我们就可以用变分方法来解这个问题

。

J ( )t 为指标的典型确定性二次最
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为放松约束 ( 5 )式 , 弓!入 L ag ar n ge 乘子 入( : ) ,
我们建立广义指标为

J· ( :卜 J ( :卜丁{
。 ` · 〔;

尸、

( 下 }￡ ) 一 F x ( 丁 }才 ) 一 G w ( 丁 }玄) 一 B 林〕d了
( 6 )

经简单的数学运算可得 J叮 )t 的
一

阶变分为

尹
、、

d J朴 ( t ) = d x ( t 。 } t ) p 万 〔贫( t
。

}落) 一 二。
」一 d x r ( r } t )入( : ) 1{

+

j
: 。

{ d % (丁 }` )
’
〔 入 + F ` 入一 H ’吸

一 `

( 夕一 H ` ( ` }才) )」

+ d入, 〔 一 x ( 了 I t ) + F 戈 ( r 卜) + G w ( 了 } t ) + B u 〕

由于 d J肠 (盆) = 0 ,

Z、
.

X

+ d w ( ` ! t ) ’
,

〔Q
一 `

w ( 丁 I t ) + G T入」玉d 了

由变分基本引理我们得到下列方程组

( t 。

} t )
二 x 。 一 P 。入( t 。 )

,
入(云) “ o

w ( r I t )

% ( r
} t )

入 ( 丁 ) =

= 一 QG 丁入( r )

= F x ( 丁 It ) + G w ( 丁 I t ) + B u ( r )

一 F T入( r ) + H r R 一 ` 〔y 一 H 大 ( 丁 } t )〕

整理 ,
得

{
沪产、

.

X ( : } t ) = F x (下 ! t ) 一 G Q G r入( 了 ) + B u ( r )

入 ( r ) = 一 F T入( r ) + H T R 一 `
〔y 一 H x ( r

} t )〕
( 7 )

x ( t。 ! t ) = 戈。 一 p 。
入( t 。 )

,
入( t ) = 0 ( 8 )

方程 ( 7 、 8 )即构成了插值问题的方程式
,
为了消去 L ag

r a n ge 乘子 从 )r
,

求 出滤波和

插值的独立方程
,
我们考虑下列两组微分方程组

:

“ F君
, 一 G Q G T刀 , + B u

= 一 F T刀 , + H T R
一 ’

( y 一 H含

t 。
簇 丁《 t ( 9 )

。
行ó

。

刀
声..了

IL

舀
,
( 玄。 ) = x 。 , 勺 l

( t o
) 二 0 ( 1 0 )

F君
: 一 G O G 犷勺:

一 F T刀: 一 H T R 一 ’ H乙2

t 。 (
T《 t ( 1 1 )

22

。

三ó
。

勺
矛..,̀龟.龟、



19 6 浙 江 大 学 学 报 ( 自然科学版 ) 19 8 9 年

勺 2
( t )=

J

一 刀; ( t )
,

乙: ( t o ) = 一 P 。勺: ( t
。
) ( 1 2 )

显然

x (
:
} t ) = 君

;
( r ) + 君

2
( 了 ) ( 1 3 )

方程 ( 9 ~ 10 ) 和 ( 11 、 12 ) 分别可看成是 ( 7 ~ 8 ) 式的特解和通解
,
但其真正的意

义在于将测量时间 才与插值所在时刻
:
分离开来

, 从而使我们可以得出滤波的方程
。

为了得到方程 ( 1 1 )的解
,
令

乙
2
(丁 ) = 一 P ( r )勺

2
( r )

其中 p (幼是特定矩阵
,

带入 ( n ~ 12 ) 式 , 我们看到 p应满足 R ic ca t i方程

P = F 尸 + P F T 一 P H T R 一 I H p + G QG T , p ( t。 ) = P 。 ( 1 4 )

且

刀 : = 一
( F ?

’

一 H 了
,

R 一 ’
H P ) 刀

2 , 刀: (忿) = 一 刀:
(云) ( 1 5 )

于是

x ( :
Jt )

= 言
,
( : ) 一 P ( ` )勺

:
( r ) ( 1 6 )

特别地
, 当 了 = t 时

, 即有

二 ( 小 ) “ 舀
,
( t ) 一 p (才)刀

2
( t ) 二 合

1
( t ) + P (艺)刀 : ( t )

。

由此可推出

( 17 )

刊见滤波由方程 ( 9 、 1。 ) 的解所唯
一
确定

尸内、

X ( t ! t ) 二 合
,
( t ) + p勺 , + p 刀:

“ F言工 一 G QG T刀 , + B u + p 刀; + p ( 一 F T刀` + H T R 一 ’ 夕 一 H 了况
一 ` H乙

;
)

= F乙
1 + P H ” R 一 ’ 〔y 一 H乙; 〕 + B u + ( P 一 P F T 一 G QG T

)刀
,

= F言
, + P H 了况

一 ` ( y 一 H君
l
) + B “ + ( F p 一 p H ” R 一 ` H P )刃

,

二 F (乙
: + p刀 ,

) + B u + p H ” R 一 `
〔y 一 H (言

, + P勺 ,
) 〕

即

洲、 尸六、 沪

八
、

x ( t l才) 二 F x ( t It ) + B u + p H 丁 R 一 ’
〔y ( t ) 一 H x ( t } t ) 〕 ( 1 8 )

且
二 ( t

。

!才
。 ) = 言

,
( 公

。
) + p ( t

。
)刀

,
( t 。 ) = x 。

此即著名泊勺K al m a n 一 B uc y滤波方程式
,

其方差尸由 R i cc at i方程 ( 1 4) 给出
。

为 求 出 插值 方

程
, 利川 ( 17 )式我们可将 ( 1 6) 式改写成
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门沪

、
.

_ _
_ ` _ _

, 、

一 ,

x ( 丁 ! t ) = 舀
1 ( 丁 ) 一 I, ( r )勺 2 (丁 ) = 互

, + I’ 戈丁 )刀 l 一 尸气T )气刀 l + 刀 : ,

= 二 ( :
!
: ) 一 p ( : )刀( : ) ( 1 9 )

其中

刀( 丁 ) ” 刀
1
( 了 ) + 刀 2

( 丁 )

利用方程 ( 9 ~ 1 2 )夕 可以得到叭钓所满足的方程为

刀 ( : ) 二 一 F T勺 + 月 T R 一 `
H p勺 + H T R 一 ’

[ y 一 H x ( ` }
` )」

, 刀( t ) = 0 , ( 2 0 )

方程 ( 19 ~ 20 ) 已经构成一组插值方程
。

其中刃(动实际上是 L ag
r

an ge 乘子
,

就作 者 所 知
,

以前文献中没有出现过这种形式的插值方程
。

下面进一步推出 R a
cu h

一 T u n g 一 S tr i e b el 最优插值器 f 7 了
。

由 ( 7 )式
, ” 的方程可改写成

刀 ( 丁 ) = 一 F下刀一 H , R 一 ’
H x ( 丁 I t ) + H 丁 R 一 ’ y ( t )

于是

公 ( 川幼
二 F x ( 引约 + P H , 尺 一 ’ 〔y 一 H x ( :

卜 ) 〕 + B u

二 F x( 川幻 一 尸 H 了
’

R 一 ’
H 双司动 + p 仁刀十 F铆 + H , R 一 ’

H x (川 t ) 〕十 B “

/ 、 Z、
二 尸 刀 + F x ( :

}
T ) 十 尸 [ F

, 勺 + H ? R 一 ’
H ( 欠 ( :

I t ) 一 x ( T
}
: ) )〕 + B u

= P刀 + F x ( 丁 }
: ) + P〔 F T勺一 H 下尺一 ’

H P勺〕 + B u

二 P 勺 + F大 ( r l丁 ) + ( P 一 F P 一 G Q G T )勺 + B u

= P 刀 + F ( x ( :
}
: ) 一 P勺 ) 一 G QG T刀 + B u

其中利用了方程 ( 1 4)
,

易知上而最后 的等式即为

Z 、 ` 碑产、

x ( T
!才) 二 F x ( r

! t ) + G Q G T p 一 ’
〔尤 ( : }t ) 一 x ( : }丁 ) + B u ( 2 2 )

此即带有控制项的区间固定的R a
cu h

一 T u n g 一 tS
r i eb

e l最优插值方程 (器 )
。

利用方程 ( 14
,

18 ~ 2 1 ) , 我们不难求出其它类型的插值方程
,

如 区间固定的 双
一

滤 波

型插值方程 1 8 1 ,

时滞固定的最优插值方程
,

以及点固定的最优插值方程 「̀ ]等等
,

这 里就不

一一赘述
。

至此 ,
我们用经典确定性二次最优控制方法

,

统一地导出了最优滤波器和插值器
,
下面

讨论离散情况
。
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2离散时间系统

与连续时间系娥对应的离散时间系统为

x 、 l *二 中 x、 + B u。 + P w ,
( 2 2 )

y 、 二 H x * + ” *
( 2 3 )

其中各量的意义与 ( 1“ 2 ) 式中对应量的意义相 同
。

过程的随机特征为

!::菜::

{立狱

e Q v { x 。
} “ P 。 , P 。

> 0

e o v { w , } 二 Q d* 。

Q> 0

e o v { u 、 } 二 R d 、 。
R > 0

o , E {。 。 w了}
= o

, E {、 、 x 百}
= o

( 2 4 )

护
八 、

设至时间 n 时的测量为Y
: = { y( 幻 }o ( 叱《 n 圣, 相应的状态估计 为为 !

, , 。 ( i ( 摊
。

类

似于上节
, 我们可得对应于估计 问题的二次最优控制为

洲气、

x i + 1 {。 = 中 x , l
。

+ B u :
+ r w 1 1

,

( 2 5 )

J ( n )

沪 产

、
一

义
。 一,

一 X

.洲, 、

, 竺 l
+ 二

*

郭 ,
、 、 , 一 “ 、 、 * , !

:

l异
一 ; + }tw

; }
。

}!乙
一 ;

}
1一

ǔ 2

( 2 6 )

广之指标为

洲八
、

J 朴 ( n )
= J ( n ) 一

艺入爪
:

[贫 + ; l , 一 (卜x
:

!
。
一 一 B I忍` 一 P w

:
I

,

] ( 27 )

由 d J苦 (柞 ) = o ,

我们得到下列方程

尹 产、

X
。
卜 二 一 P o

中 T入。 + x 一 入
, = 0

/ 、

W
: 1 . 二 O r r 入

/ 、 / 、

x ` + 1 1
, = 中 x : f ,

+ B u ` + P w
` l ,

甲

产户 、

入` 二 巾 T入` + , 一 H 少 R 一 `
(夕

` *

一 H x
, 十 , 一

。

)

拱理得
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2、

i+ 1矛, 一

二 中 T入

中 火 ` {
,

+ B u `

` + 1 一 H T R 一 l

一 r o r T入
`

产六、 ( 0 ( 玄( 玲 ) ( 2 8 )

y ` + l 一 H x ` + l r 。

(义耘
,了厅耳、..、

x 0 1 , = x 一 P O
小 T入

。 ,
入

。 二 0 ( 2 9 )

如同下节
,

考虑下面两组方程

层矛
十 , 二 中乙) 一 r Q r T勺 { + B “ `

” 矛= 中 丁” )
+ , 一 H T R 一 `

( 夕
` 、 , 一 H母户

十 ;
)

( 0成 i ( n ) ( 3 0 )

酬 二 x , 川 = O ( 3 1 )

及

!
“

!一 {}一
。… :

l 刀犷二 中
T刀穿

+ , + H
T R 一 `

H叠犷
+ :

0 ( i ( n ( 3 2 )

鱿
二 一
瓦中铆含

,
可 二 一叼

设

鱿
= 一 iP 中勺矛

代入 ( 32 、 33 ) 式
,

得尸、

应满足的方程为

p , + , = 〔p 万季
, . ` + H , R 一 ’ “ 」

一 ’

二 P ` * , l
,
一 P ` 十 , , 、 H ? 〔R + H P ` 十 : l ; H 了

〕
一 `

H P , * ,

其 中

P ` 十 : { ` 二 中 P `
中 T + r O I’ T , P 。 = P 。

而

( 3 3 )

( 3 4 )

( 3 5 )

勺卜 巾 T刀于
+ , 一 H T R 一 ’

H p , 十 : 刀子
十 : , 刃者

二 一 刀才 ( 36 )

因为

泊 {
一封

+ 到 二到 一几 币 ?

可 ( 37 )

特别地
,

当 i = ln l寸,
得

沪声、

` ,
,

,
“ 斟 + P

,

小 丁
川 ( 3 8 )

由此
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x
, * l !

, + t = 咨才
+ 1 + p

。 、 ,
中 , 刀才

十 l 二 巾乙浮+ B u
,
一 r Q r r 刀才+ p

, * ; 中 T刀才
十 ,

= 中 x
,

r
,
一 p

, + ;

}
,

”才+ p
, ; ,
中 ,刀才

十 ; + B u
,

洲声、

= 币 x
,
r
。
一 p

, + , ,
,

〔中 ,刀老
+ : 一 H 犷 R 一 ’ ( 夕

。 十 , 一 H右才
+ :

)〕

+ p
。 , ,

中 , 刀才
十 : + B u ,

P
” + 一 = P

, + 1 1
, 一 P

, 十 一 !
,

H r R 一 1 H P
: + z

洲、 、 洲产、

x , + , ,
, 、 , = 中 x , )

。 + B u
:

+ 尸
” , , 一

,

H T R 一 `
( 夕

, 、 , 一 H 舀才
+ ,

)

一 P
。 、 , l

。
升 T R 一 ’ “ p

。 + ,
叹、 了 刀矛

+ 1

/ 、

二 。
卜 x

, 1 ,
,

+ p
, , , r

。
H 甲R 一 ’

〔夕
, * , 一 H ( 乙

,

}
+ 1 + p

。 + , (卜少刀扩
十 1

〕 + B u ,

尹 产、 / 、

二 巾 大
。

}
,

+ p
。 、 , {

。
H 丁 R 一 ’

( 夕
” 十 , 一 H 义

, , , ,
。 十 ,

) + B u ”

由此

/ 、 产尹、

( I + P
。 + 1 1 ,

H 丁 R
一 `

H ) x
, ; 1 , , 千 , = 中 x

,
{

,
+ P

。 * , l
。

H T R 一 l y
。 * 1 + B u

二

户产、

二 ( I + p
: _ : J ,

H ? R
一 ` H ) (I, X 。 r , + p

。 + : l
,

H 了 R 一 ’
( 夕

” 、 1 一 H 巾 尤 。
r

,

)

+ B u ,

因为上式对一般估计状态成立
, 叩得

/ 、

火
n + 1 1” +

Z、 / 、

= 中 戈 。 . 。
+ p

, 、 :
H r R 一 ’

( 叭
、 ; 一 H 中 x

,
I

,

) + p 。 、 , p :+l
; , ,

B u 。

( 3 9 )

而

x 。 : 。 =
创 + 尸。

巾
’
力占之 茗丢= 大

这正是离散情况下的 K al m a n
一

B u c y滤波方程
。

其方差矩阵由 ( 3 4 )
、

( 3 5 )式给出
。

值得注意的

是 ( 39 )式中的控制项
,

少仁正确的形式 由 i
·

ee 得到
,

项 尸
。 千 : p 粼

, l ,

种被许多研究者所忽视
。

由 ( 3 7 )
、

( 3 8 )式

补 卜 =
到 一 p ;

中 r 勺卜 幻 一 p `
中 `

、

刀
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其中 , ` = 刀户+ 衅是 L a gr a n ge 乘子
,
类似上节

,
我们可以推出

” ` = 中 T刀` + , + 月 T R 一 ’ 月尸
`十 ,
中 r ” 。 , ; 一 万犷尺一 ’ ( 夕 ` , ; 一 H x ` + :

卜
+ ; ) ,

刀. = O

进一步还可得到
:

( 4 1 )

刀 ` =

洲氏 、

p角 }
`
( 中 义 + B u ` 一 x ` * l

}
,

)

于是

日

户 、 日产 、 Z 、 / 、

x `

I
· “ “ `

l
` 一 p

:

小 丁p 了堵
,

{
`

( 中 “ I
` 一 “ 一

`

I
·

+ B u `
) ( 4 2 )

此即带控制项的离散情况下的 R a u c h
一 T u n g 一 S t r i e b e l最优插值方程

。

而 ( 4 0 、 4 2 )式与 ( 1 9、

20 ) 式对应
,
给出一组新的插值方程

。

值得指出的是
,
不论在连续还是在离散情况

,
我们都没有假设系统的噪音是 正 态 分 布

的
。

3 讨 论

通过 测量数据的最小二乘拟合
, 我们看到

, 随机系统的最优估计问题可以转换成经典的

确定性二次最优控制 问题
,

在线性情况下
,

我们用这一统 一 方式推导出了各种最 优 滤 波方

程和插值方程
。

自然可想到
,
这一方法可以推广到非线性估计问题中去

。

首先
,
对非线性估

计作一阶近似我们一定能得到线性化的 K al m a n 滤波器和各种插值器
。

对 一 般问题
,
我 们 可

以采用各种 次优控制方法
,
特别是文献 〔 9 〕中给出的次优控制理论

,

来解决非线性估计问题
。

但遗憾的是
,
这些方法一般不能在线性实行

。

目前有人提出用嫡 ( E nt r o p y ) 作为控制问题的
一

般最优判据
,

一

试图统一智能控制中的

各个层次的设计 “ 。 ,。

文献厂1 0习中还给出了最优控制问题以嫡的具体形式
。

这样
,
将估计问

题转化为控制 问题
, 就可以得到对应于估计问题的嫡的形式

。
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附 录

连续时间的 K al m a n 一
B cu y 滤波器的另一种推导方法

。

设线性连续系统如方程 ( 1 ~ 2 ) 所示
, 而随机特性现皆为 G a su s 量 ,

为 简单起见
,
设

有控制作用
,

即B

X =

= O
。

线性滤波器的结构为

/ 、

A 义 + K y (才)

其中A
、

K待定
。

令 x = 戈 一

尹产、

二
为误差

,

则由系统方程

八、
子

产、 户

x 二 ( F 一 K H ) x

月尸、

+ ( F 一 A 一 K H ) x 十
,

G W 一 K V

由此

尸、 曰
沪、 `

E { % } =
( F 一 K H ) E { x } + ( F 一 A 一 K H ) E {贫圣

所以
,
为保证估计是无偏的

, 必须选取

A 二 F 一 K H

及
尹

八
、 尸、 砂 产

、 、 碑

x ( 才
。

) = 、 。
( 一乡 E { x x T } }卜

, 。 = P 。
) ( 1 )

于是

{
久
X =

Z、
、 Z

、

F x + K ( y 一 H x )
,

( 2 )

食
二

尹 , 、副

( F 一 K H ) x + G W 一

Z 、

x ( t
。

) = x 。

K V

最优滤波的判据为

产、 甲 产 、护 尸、 州

m i n 〔E { a ? x )
“
} !V a 〔 R

”

〕令令 m i n {
K 凡

x x T } = m i n P ( 才)
兀



第2 3卷第 2 期 王 飞跃
:

用二次最优控制推导 Kal m a n 滤波器和最优插值器 2 03

其中估计的误差方阵为
产、 ` 月

产兄
尹

P ( t ) =E { 义 x T }, P ( t
。

) = P 。

令中满足

中 ( t , 丁 ) = ( F 一 K H )中 ( t , 丁 ) , 中 ( 丁 , T ) = I

则由 ( 2 )式

; ( ` , =

J:
。
中 ` ! , · , ( G dW 一 K d V , · 中 “ , `。 , ; “ 。

,
( 3 )

其中
,

由此

dw
、

d V是W i e h e r过程
。

由 ( 3 )式可得
:

p “ ) = 中 ( , , 才。
) p

。 。 · ( : , 亡。卜丁:
。 。 ( :

, · ) ( G QG 了 + K Q K · ,中 了
’

“ , · ,“ ·

P ( t ) == 中 (才, t
。

) P
。
中 T ( t , t 。 ) + 中 ( t , t 。 ) P 。

中 了
,

( t , t 。 ) + G Q G T

+ : * 、 · +

丁:
。 、小( ` , · )

·

` G QG · + K R K · ,中 · “ , · ,

+ 中 ( t , 丁 ) ( G Q G T + K R K T ) 中 T ( t , 丁 ) }d 了

== ( F 一 K H ) P + P ( F 一 K H ) T + K R K 犷 + G Q G T

= F P + P F T + G Q G T 一 P H T R 一 ’ H P + ( K 一 P H T R 一 `
) R ( K 一 P H T R 一 ’

) T

由于 P ( O )给定
,
所以

m i n P <二乡m i n P

于是 由上面最后的等式得到
:

K ( t ) = P ( t ) H T R 一 ’

综之 , 即得

( 4 )

洲
. 、 洲 、

戈 = F x + 尸 H T尺一 1
( y 一 H 火 ),

产、

% ( t
。

) = 戈 。

( 5 )

P = F P + P F T + G Q G T 一 P H T R一 ` H P , P ( 0 ) = P
。

此即K a l m a n 一 B u e y滤波器
。



204 浙 江 大 学 学 报 ( 自然科学版 ) 1 9 8 9牟

F o r m u l a t i o n o f K a lm a n F i l t e r a n d R a u e h S m o o t h e r

b y Q u a d r a t i e O p t im a l C o n t r o l M e t h o d

W a n g F e i y a o

( D e P o r t m e n t o f M
e e h a n i e s )

A B S T R A C T

T h e o P t i m a l e s t i m a t i o n P r o b l e m o f t h e s t o e h a s t i e s y吕 t e

ms h a s b e e n r e e a s t

b y m e a n s o f t h e I e a s t s q u a r e m e t h o d a s a d e t e r m i n i s t j e o P t im a l e o n t r o l

P r o b l e m w i t h a q u a d r a t i e P e r f o r m a n e e i n d e x , a n d K a l m a n 一 B u e y F i l t e r a s

w e l l a s R a u hc
一

T u n g 一 S t r i e b e l S m o o t h e r a r e f o r m u l a t e d b y su e o f a u n i f o r m a P -

P r o a e h
.

A n e w f o r m u l a f o r o P t i m a l s m o o t h e r 15 o b t a i n e d i n t h e d e r i v a t i o n
.

K e y w o r d s : Q u a d r a t i e o P t im a l e o n t r o l , K a lm a n f i l t e r , R a u e h s m o o t h e r
.


