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摘　要　文中提出了一种求解三维装箱问题的启发式二叉树搜索算法，首先将所有箱子组合成多个优条，每个优
条中的箱子沿容器高度方向排成一列；接着开始构建二叉树，其根节点表示空的装箱方案，每个树节点沿长度方向
增加一排优条形成左子树节点，沿宽度方向增加一排优条形成右子树节点，二叉树必须扩展到所有叶子节点都无
法再放入任何剩余的箱子为止，所有叶子节点中填充率最高的装箱方案即为最终结果．该算法满足三维装箱的

３个著名的约束条件．在多样性最强的测试算例中，该文方法相对于现有最优秀装箱算法装箱率有显著提高．

关键词　三维装箱；启发式算法；二叉树
中图法分类号 ＴＰ３０１　　　ＤＯＩ号 １０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１５．０１５３０

Ａ　Ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ　Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　Ｂｉｎａｒｙ　Ｔｒｅｅ　Ｓｅａｒｃｈ　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｏｒ
Ｔｈｒｅｅ　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｔａｉｎｅｒ　Ｌｏａｄｉｎｇ　Ｐｒｏｂｌｅｍ

ＬＩＵ　Ｓｈｅｎｇ１），２）　ＺＨＵ　Ｆｅｎｇ－Ｈｕａ１），２）　ＬＶ　Ｙｉ－Ｓｈｅｎｇ１）　ＬＩ　Ｙｕａｎ－Ｔａｏ１）
１）（Ｔｈｅ　Ｓｔａｔｅ　Ｋｅｙ　Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ　ｏｆ　Ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　ｆｏｒ　Ｃｏｍｐｌｅｘ　Ｓｙｓｔｅｍｓ，

Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ，Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１００１９０）
２）（Ｃｌｏｕｄ　Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ　Ｃｅｎｔｅｒ，Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｄｏｎｇｇｕａｎ，Ｇｕａｎｇｄｏｎｇ　５２３８０８）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｐｒｅｓｅｎｔｓ　ａ　ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ　ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｂｉｎａｒｙ　ｔｒｅｅ　ｓｅａｒｃｈ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｏｒ　ｔｈｒｅｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ　ｌｏａｄｉｎｇ　ｐｒｏｂｌｅｍ．Ｆｉｒｓｔｌｙ　ａｌｌ　ｂｏｘｅｓ　ａｒｅ　ｃｏｍｐｏｓｅｄ　ｉｎｔｏ　ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｇｏｏｄ－ｓｔｒｉｐｓ．
Ｔｈｅ　ｂｏｘｅｓ　ｉｎ　ｅａｃｈ　ｇｏｏｄ－ｓｔｒｉｐ　ａｒｅ　ａｒｒａｎｇｅｄ　ａｌｏｎｇ　ａ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｌｉｎｅ．Ｔｈｅｎ　ａ　ｂｉｎａｒｙ　ｔｒｅｅ　ｉｓ　ｃｒｅａｔｅｄ．
Ｅａｃｈ　ｔｒｅｅ　ｎｏｄｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｔｒｅｅ　ｉｓ　ａ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ－ｌｏａｄｉｎｇ　ｐｌａｎ　ｗｈｉｌｅ　ｔｈｅ　ｒｏｏｔ　ｎｏｄｅ　ｄｅｎｏｔｅｓ　ａｎ　ｅｍｐｔｙ　ｏｎｅ．
Ｔｈｅ　ｌｅｆｔ　ｃｈｉｌｄ　ｎｏｄｅ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｎｏｄｅ　ｉｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｉｎｓｅｒｔｉｎｇ　ａ　ｌｉｎｅ　ｏｆ　ｇｏｏｄ－ｓｔｒｉｐｓ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｌｅｎｇｔｈ　ｏｆ
ｔｈｅ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ　ｉｎｔｏ　ｔｈｅ　ｒｅｓｉｄｕａｌ　ｓｐａｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｔｈｅ　ｒｉｇｈｔ　ｏｎｅ　ｉｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ
ｉｎｓｅｒｔｉｎｇ　ａ　ｌｉｎｅ　ｏｆ　ｇｏｏｄ－ｓｔｒｉｐｓ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｗｉｄｔｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ．Ｔｈｅ　ｂｉｎａｒｙ　ｔｒｅｅ　ｍｕｓｔ　ｂｅ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｓｏ
ｔｈａｔ　ｅａｃｈ　ｌｅａｆ　ｔｒｅｅ　ｎｏｄｅ　ｍｕｓｔ　ｎｏｔ　ａｃｃｏｍｍｏｄａｔｅ　ａｎｙ　ｒｅｍａｉｎｉｎｇ　ｂｏｘｅｓ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ－
ｌｏａｄｉｎｇ　ｐｌａｎ　ｗｉｔｈ　ｈｉｇｈｅｓｔ　ｆｉｌｌ　ｒａｔｅ　ａｍｏｎｇ　ａｌｌ　ｔｈｅ　ｌｅａｆ　ｔｒｅｅ　ｎｏｄｅｓ．Ｔｈｅ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｓａｔｉｓｆｉｅｓ　ｔｈｒｅｅ
ｆａｍｏｕｓ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ　ｏｎ　ｔｈｒｅｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ　ｌｏａｄｉｎｇ．Ｉｔ　ｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍｓ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｋｎｏｗｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｍｏｓｔ　ｓｔｒｏｎｇｌｙ　ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｔｅｓｔ　ｄａｔａ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｃｏｎｔａｉｎｅｒ　ｌｏａｄｉｎｇ；ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｂｉｎａｒｙ　ｔｒｅｅ

１　引　言

三维装箱问题是物流领域和木材加工领域的经

典问题，研究如何提高货箱空间利用率、如何提高木
材的利用率等，从而降低用户成本，提高用户利润，

具有非常积极的现实意义．
三维装箱问题是切割和布局问题的子问题，旨



在研究如何将若干个货物装填到一个或多个大的容

器中，在Ｄｙｃｋｈｏｆｆ和Ｆｉｎｋｅ［１］和 Ｗｓｃｈｅｒ等人［２］的
关于切割和布局问题的综述中有详细的论述．三维
装箱问题按照装载的货物形状分类，可分为规则形
状（通常为长方体）货物装箱和不规则形状货物装
箱；按照货物种类分类，可以分为单一种类货物装箱
和多种类货物装箱；按照目标函数分类可以分为容
器装载问题、箱柜装载问题和背包装载问题．这３种
都属于三维装箱问题的子问题，它们之间的区别由
表１列出．

表１　３种装箱问题的区别

问题 容器数量
容器
三维尺寸

货物是否必须
全部装入容器

目标函数

容器装载 单个 决策变量 是 容器体积最小

箱柜装载 决策变量 常量 是 容器数量最少

背包装载 单个 常量 否 装入货物体积最大

下面分别介绍以上３种类型的三维装箱问题．
（１）容器装载问题（ｔｈｒｅｅ－Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｔａｉｎｅｒ－

Ｐａｃｋｉｎｇ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，３Ｄ－ＣＰＰ）．所有箱子要装入一个
不限尺寸的容器中，目标是要找一个装填方案，使得
容器体积最小．该问题更一般的形式是容器的长和
宽不变，找一个装填使容器高最小，Ｂｉｓｃｈｏｆｆ等人［３］

比较了该问题的不同算法．陆一平等人［４］给出了三
维矩形块布局的序列三元组编码方法；Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等
人［５］设计了容器装载问题的启发式算法，解决如何
在容器宽高不变的前提下，使容器长度尽可能短的
问题．

（２）箱柜装载问题（ｔｈｒｅｅ－Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｂｉｎ　Ｐａｃｋｉｎｇ
Ｐｒｏｂｌｅｍ，３Ｄ－ＢＰＰ）．给定一些不同类型的方型箱子
和一些规格统一的方型容器，问题是要把所有箱子
装入最少数量的容器中．Ｆａｒｏｅ等人［６］提出了该问
题的一种启发式算法．

（３）背包装载问题（ｔｈｒｅｅ－Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　Ｋｎａｐｓａｃｋ
Ｌｏａｄｉｎｇ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，３Ｄ－ＫＬＰ，又称为ｔｈｒｅｅ－Ｄｉｍｅｎ－
ｓｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｔａｉｎｅｒ　Ｌｏａｄｉｎｇ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，３Ｄ－ＣＬＰ）．每个
箱子有一定的价值，背包装载是选择箱子的一部分
装入容器中，使得装入容器中的箱子总价值最大．如
果把箱子的体积作为价值，则目标转化为使容器浪
费的体积最小．当箱子的长、宽分别与容器的长、宽
相等时，问题等价于经典的一维背包问题．三维装箱
问题是典型的ＮＰ难题，不存在多项式时间复杂度
的最优求解算法．用传统的精确算法求解这类问题，
会发生“组合爆炸”的现象，只适合解决箱子种类数
量很小的装箱问题，对于实际应用中规模比较大的

数据，很难求得它的最优解．启发式求解方法依然是
解决３Ｄ－ＫＬＰ（３Ｄ－ＣＬＰ）的首选．因此很多学者提
出了针对该问题的启发式算法．Ｐｉｓｉｎｇｅｒ［７］将这些算
法分为砌墙算法、建堆算法、立方体排列算法和切割
算法四大类．Ｇｅｏｒｇｅ等人［８］首次对该问题提出了砌
墙算法，该算法把容器分成层，层再分成条，最终转
化为一维背包问题；Ｂｉｓｃｈｏｆｆ等人［３］比较了１４种
基于层的方法；Ｂｉｓｃｈｏｆｆ等人［９］提出了按层布局的
贪婪算法，针对层和条的选择策略；Ｐｉｓｉｎｇｅｒ［７］提出
了基于砌墙策略的树搜索算法；Ｇｅｈｒｉｎｇ等人［１０］将
箱子生成“塔”，利用遗传算法将“塔”优化组合；

Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人［１１］针对箱子种类数较少的情况提出
了一种禁忌搜索算法；Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人［１２］基于层的概
念，提出了一种解决三维装箱问题的混合遗传算法；

Ｅｌｅｙ［１３］设计了一种基于同类块（Ｂｌｏｃｋ）的算法，基
本思想是先将同类的箱子组合成长方体块再装箱；

Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人［１４］进一步拓展“块”的概念，并使用并
行禁忌搜索寻找最优的装载方案；Ｍｏｕｒａ等人［１５］基
于“剩余空间”的概念提出了一个贪心随机自适应搜
索算法（ＧＲＡＳＰ）；Ｐａｒｒｅｎｏ等人［１６］进一步发展和改
进了该算法，装箱率有较大提高；Ｐａｒｒｅｎｏ等人［１７］基
于最大空间的概念，提出了一个可变邻域搜索算法；

Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人［５］设计了一种三维条装载的启发式
算法；Ｆａｎｓｌａｕ等人［１８］拓展了“块”的概念，“块”可以
包含多种尺寸的箱子，也可以包含同种箱子的多个
摆放方向，称之为“复合块”，并设计了一个有效的启
发式树状搜索算法；此外Ｎｇｏｉ等人［１９］、Ｍｏｒａｂｉｔｏ等
人［２０］、Ｓｉｘｔ等人［２１］、Ｇｅｈｒｉｎｇ等人［１０，２２］、Ｌｉｍ等人［２３］、

Ｊｕｒａｉｔｉｓ等人［２４］也报告了其他一些针对三维装箱问
题的启发式算法．国内学者对三维装箱问题的研究，
取得了很好的结果，何大勇等人［２５］设计了求解复杂
集装箱装载问题的遗传算法；张德富等人［２６］提出了
一个混合模拟退火算法；Ｈｕａｎｇ等人［２７］提出了一个
有效的拟人型穴度算法；值得一提的是张德富等
人［２８］设计的求解三维装箱问题的多层启发式搜索

算法，是目前为止有公开文献报导的解决装箱问题
的最优秀算法；还有其他一些学者也取得了不错的
研究成果［２６－３１］．
实际装箱过程中，通常会遇到以下３类约束［１８］：
（Ｃ１）方向性约束（Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ）．在

很多场合下，箱子的装载有方向性约束．并不是箱子
的所有边都可以竖直放置，方向性约束定义箱子的
长度边、宽度边、高度边是否可以竖直放置，箱子至
少有一个边可以竖直放置．
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（Ｃ２）稳定性约束（Ｓｕｐｐｏｒｔ　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ）．在一些
场合如集装箱货运，要求箱子必须满足稳定性约束．
每个被装载的箱子必须得到容器底部或者其他已经

装载箱子的支撑．稳定性约束包括完全支撑约束和
部分支撑约束，完全支撑约束要求被装载箱子的底
部必须跟容器底部或其他箱子顶部完全接触，部分
支撑约束允许箱子底部可以允许部分悬空．

（Ｃ３）完全切割约束（Ｇｕｉｌｌｏｔｉｎｅ　Ｃｕｔｔｉｎｇ　Ｃｏｎ－
ｓｔｒａｉｎｔ）．如在木材切割的应用中，很多切料机只能
做完全切割，即每一刀必须从一边切到另一边，把木
材完全分割成两半；还有在依靠叉车装卸货的集装
箱装卸应用中，要求叉车每次只从集装箱的底部叉
装货物，就可以实现所有货物的装卸，从而大大提高
装卸速度．这就要求最终的箱子装填块（又叫装填方
案）可以通过多个竖直的平面分割成多个竖层，每一
个竖层可以通过多个水平的平面分割为最终的箱

子，每次的竖直平面分割（和水平平面分割）必须可
以将对应的子装填块完全分割成两个独立的子块．
所有的竖直平面和水平平面必须不能与对应装填块

中的箱子相交．
目前的算法很多只能满足Ｃ１和Ｃ２约束，并且

在箱子种类较多时，装箱率不高，还有提高的余地．
本文提出了一种三维装箱问题的启发式树搜索算

法，能够同时满足Ｃ１、Ｃ２和Ｃ３约束，并且当箱子种
类数量较多时，本文方法相对于现有最优秀装箱算
法装箱率有显著提高．本文算法简称为启发式正交
二叉树搜索算法（Ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ　Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　Ｂｉｎａｒｙ　Ｔｒｅｅ
Ｓｅａｒｃｈ　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＨＯＢＴＳ）．

２　问题介绍

首先介绍一下３Ｄ－ＫＬＰ（３Ｄ－ＣＬＰ）问题的形式
化定义：给定一个长方型容器Ｃ和一个长方型箱子
的集合Ｂ＝｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ｝，容器Ｃ长ｌＣ、宽ｗＣ、高

ｈＣ，每个箱子ｂｉ有长ｌｉ、宽ｗｉ和高ｈｉ，每个箱子的体
积为ｖｉ＝ｌｉｗｉｈｉ．令０－１标志ｚｈｉ、ｚｌｉ、ｚｗｉ表示箱子
是否允许正放、仰放、侧放（０表示不允许，１表示允
许），令

Ｃ＝ ｌＣ，ｗＣ，ｈ（ ）Ｃ （１）

Ｂ＝ ｂ１，ｂ２，…，ｂ｛ ｝ｎ （２）

ｂｉ＝ ｌｉ，ｗｉ，ｈｉ，ｚｈｉ，ｚｌｉ，ｚｗ（ ）ｉ （３）

　　图１为容器尺寸及坐标系示意图；图２为箱子
的尺寸和摆放方向示意图．
设Ｆ为Ｂ 的一个子集，定义Ｆ中所有箱子体积

图１　容器尺寸及坐标系

图２　箱子尺寸及摆放方向

之和为ＶＦ，即

ＶＦ ＝∑
ｂｉ∈Ｆ
ｖｉ．

　　问题的目标是选择Ｂ 的一个子集使得ＶＦ最
大，并且满足以下条件：（１）对任何箱子ｂｉ∈Ｆ，在容
器Ｃ中对应一个装填位置；（２）所有Ｆ中的箱子必
须全部包含在Ｃ 中；（３）Ｆ中任何两个箱子在容器
中放置后都不重叠；（４）Ｆ中箱子ｂｉ的方向必须满足
方向标志ｚｈｉ、ｚｌｉ、ｚｗｉ要求．定义子集Ｆ对应的填充
率为ＦＲＦ＝ＶＦ／（ｌＣｗＣｈＣ）．
带有完全支撑约束的三维装箱问题，要求所有

箱子的底部都完全和容器底部或者其他箱子的顶部

完全接触，并且装入容器的箱子体积之和尽可能大．

３　三维装箱算法

在介绍本文算法之前，先进行如下定义：
优条ｇｓ：针对长方型容器Ｃ和长方型箱子的集

合Ｂ，从Ｂ中选择一个子集Ｑ，Ｑ中的箱子在满足方
向标志ｚｈｉ、ｚｌｉ、ｚｗｉ要求的前提下，沿ｚ轴竖直地摞
起一列，形成竖条ｓ，竖条ｓ在ｚ轴方向尺寸不大于
容器高度ｈＣ，分别定义ｌ＿ｓ、ｗ＿ｓ为竖条ｓ中箱子在

ｘ轴方向最大尺寸和ｙ轴方向最大尺寸．
定义竖条ｓｊ填充率：

ｆｒ＿ｓｊ ＝ＶＱ／ｌ＿ｓｊ×ｗ＿ｓｊ×ｈ（ ）Ｃ （４）

　　优条即为Ｂ中ｆｒ＿ｓｊ值最大的子集Ｑ 形成的竖
条，以ｇｓ表示优条，令

ｇｓ＝ Ｑ，ｌ＿ｓ，ｗ＿（ ）ｓ （５）

　　优条集合ＧＳ：多个优条构成的集合，设ＧＳ中
包含ｎ个优条，则有

ＧＳ＝ ｇｓ１，ｇｓ２，…，ｇｓ｛ ｝ｎ （６）

　　优层ｇｌ：针对长方型容器Ｃ和优条集合ＧＳ＝
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｛ｇｓ１，ｇｓ２，…，ｇｓｍ｝，从ＧＳ中选择一个子集Ｔ，Ｔ 中
的优条沿ｘ轴或ｙ轴方向排成一行（排列过程中优
条可以绕ｚ轴旋转９０°），形成竖层ｌ，其中沿ｙ轴方
向排列时，沿ｙ 轴方向的尺寸不大于给定尺寸

ｗ＿ｌｅｆｔ（该值对应于生成优层前集装箱内部剩余空
间的宽度）；沿ｘ轴方向排列时，沿ｘ轴方向的尺寸
不大于给定尺寸ｌ＿ｌｅｆｔ（该值对应于生成优层前集
装箱内部剩余空间的长度）．
定义ｌ＿ｌ为沿ｙ轴方向排列时Ｔ 中优条在ｘ轴

方向占用最大尺寸．
定义ｗ＿ｌ为沿ｘ 轴方向排列时Ｔ 中优条在ｙ

轴方向占用最大尺寸．
以定义层ｌｊ填充率：

ｆｒ＿ｌｊ ＝

∑
ｇｓｉ∈Ｔ
Ｖｇｓｉ．Ｑ／ｌ＿ｌｅｆｔｊ×ｗ＿ｌｊ×ｈ（ ）Ｃ ，

　　 当竖层没ｘ方向摆放时；

∑
ｇｓｉ∈Ｔ
Ｖｇｓｉ．Ｑ／ｗ＿ｌｅｆｔｊ×ｌ＿ｌｊ×ｈ（ ）Ｃ ，

　　 当竖层沿ｙ方向摆放时

烅

烄

烆 ．

（７）

　　设ｌｊ为优条沿ｘ轴方向排放时，ＧＳ中ｆｒ＿ｌｊ值
最大的子集Ｔｊ形成的竖层，设ｌｋ为优条沿ｙ轴方向
排放时，ＧＳ中ｆｒ＿ｌｋ值最大的子集Ｔｋ形成的竖层，
则有

ｇｌ＝
ｌｊ，如果（ｆｒ＿ｌｊｆｒ＿ｌｋ）

ｌｋ，烅
烄

烆 否则
（８）

令

ｇｌ＝ Ｔ，ｄｉｒ，ｌｅｎｇｔｈ，（ ）ｔｈｉｃｋ （９）

其中ｄｉｒ含义如下

ｄｉｒ＝

０，

如果ｇｌ沿ｘ轴方向摆放，

ｔｈｉｃｋ表示ｗ＿ｌ，

ｌｅｎｇｔｈ表示ｘ＿ｌｅｆｔ（容器
剩余空间长度

烄

烆

烌

烎）

１，

如果ｇｌ沿ｙ轴方向摆放，

ｔｈｉｃｋ表示ｌ＿ｌ，

ｌｅｎｇｔｈ表示ｙ＿ｌｅｆｔ（容器
剩余空间宽度

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 ）

（１０）

　　优层集合ＧＬ：多个优层构成的集合，设ＧＬ中
包含ｍ 个优层，则有

ＧＬ＝｛ｇｌ１，ｇｌ２，…，ｇｌｍ｝ （１１）

　　本算法先将所有箱子组合成多个沿容器ｚ方向
摆放的优条，将三维装箱问题降维为以优条为装填
对象的二维装箱问题，然后构造二叉树，如图３所
示，树上的每个节点对应一个填充方案，根节点对应
空的填充方案，在每个节点对应的填充方案基础上

沿ｘ方向摆放一排优条，形成新的填充方案作为其
左子树节点对应的填充方案，在每个节点的填充方
案基础上沿ｙ方向摆放一排优条，形成新的填充方
案作为其右子树节点对应的填充方案，叶子节点对
应的是无法再填充剩余箱子的填充方案，最后以填充
率最高的叶子节点的装箱方案最为最终装箱方案．

图３　三维装箱方案搜索二叉树

三维装箱算法的实现流程如算法１所示．首先
生成空的优层集合 ＧＬ，定义最优的优层集合

ＢＥＳＴ＿ＧＬ，为其赋初始值ＧＬ；接着定义ｘ方向剩余
尺寸ｘ＿ｌｅｆｔ，初始值为ｌＣ，ｙ方向剩余尺寸ｙ＿ｌｅｆｔ，
初始值为ｗＣ；再生成空的优条记录集合ＧＳ＿ＲＥＣ
和空的优层记录集合ＧＬ＿ＲＥＣ；接下来调用剩余空
间填充算法ＬｏａｄＬｅｆｔＳｐａｃｅ（ｉｎｐｕｔ）（详见算法２）完
成装箱过程，优层集合ＢＥＳＴ＿ＧＬ就是最终的装箱
结果．本文总共包含７个算法（其中算法３包含两个
部分，分别以算法３（ａ）和算法３（ｂ）表示），算法之间
的调用关系如图４所示，对于图中任意两个算法ｍ
和ｎ，如果算法ｎ的框被包含在算法ｍ 的框中，则表
示算法ｍ直接调用算法ｎ．

图４　算法调用关系

算法１．　启发式正交二叉树搜索算法．
ＨｅｕｒｉｓｔｉｃＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＢｉｎａｒｙＴｒｅｅＳｅａｒｃｈ（Ｃ，Ｂ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

生成空的优层集合ＧＬ
定义全局变量ＢＥＳＴ＿ＧＬ··＝ＧＬ
定义ｘ＿ｌｅｆｔ··＝ｌＣ
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定义ｙ＿ｌｅｆｔ··＝ｗＣ
生成空的优条背包记录集合ＧＳ＿ＲＥＣ
生成空的优层背包记录集合ＧＬ＿ＲＥＣ

ＬｏａｄＬｅｆｔＳｐａｃｅ
ＧＬ，Ｂ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，ｆｒ＿ｇａｔｅ，

ＧＳ＿ＲＥＣ，ＧＬ＿ＲＥＣ，（ ）１

ＬｏａｄＬｅｆｔＳｐａｃｅ
ＧＬ，Ｂ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，ｆｒ＿ｇａｔｅ，

ＧＳ＿ＲＥＣ，ＧＬ＿ＲＥＣ，（ ）２
返回ＢＥＳＴ＿ＧＬ

剩余空间填充算法的流程如算法２所示，该算
法为递归算法．①判断箱子是否装完或者容器是否
已经容不下新的箱子，如果是，计算结束，如果否转到
步②；②调用优条集合生成算法 Ｍａｋｅ＿ＧＳ１（ｉｎｐｕｔ）
（见算法３（ａ））和 Ｍａｋｅ＿ＧＳ２（ｉｎｐｕｔ）（见算法３（ｂ））
将所有箱子组合成优条集合Ｘ＿ＧＳ；③如果Ｘ＿ＧＳ
为空集则计算结束，否则转到④；④调用优层生成
算法 ＭａｋｅＧｏｏｄＬａｙｅｒ（ｉｎｐｕｔ）（详见算法４）生成ｘ
方向最优层ｘ＿ｇｌ；⑤生成空优层集合Ｘ＿ＧＬ，将ＧＬ
中所有优层和ｘ＿ｇｌ拷贝给Ｘ＿ＧＬ；⑥判断Ｘ＿ＧＬ
中所有箱子体积和是否大于ＢＥＳＴ＿ＧＬ中所有箱
子体积和，如果是，则将Ｘ＿ＧＬ值赋给ＢＥＳＴ＿ＧＬ；

⑦从Ｘ＿ＧＳ中去除ｘ＿ｇｌ中包含的所有优条，创建空
的箱子集合Ｘ＿Ｂ，将Ｘ＿ＧＳ中包含的所有箱子拷贝
至Ｘ＿Ｂ；⑧递归调用算法２；接下来在ｙ方向上重
复步②至步⑧，这里不再一一赘述．
算法２．　剩余空间填充算法．
ＬｏａｄＬｅｆｔＳｐａｃｅ（ＧＬ，Ｂ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，ｆｒ＿ｇａｔｅ，ＧＳ＿ＲＥＣ，

ＧＬ＿ＲＥＣ，ｎ）

ｉｆ（Ｂ≠并且存在ｂｉ∈Ｂ可放入容器Ｃ剩余空间）

ｉｆ（ｎ＝１）
Ｘ＿ＧＳ

Ｙ＿ ｝ＧＳ
··＝Ｍａｋｅ＿ＧＳ１

Ｂ，Ｃ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，

ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇ（ ）ａｔｅ

ｉｆ（ｎ＝２）
Ｘ＿ＧＳ

Ｙ＿ ｝ＧＳ
··＝Ｍａｋｅ＿ＧＳ２

Ｂ，Ｃ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，

ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇ（ ）ａｔｅ

ｉｆ（Ｘ＿ＧＳ≠并且Ｙ＿ＧＳ≠）

　　 　　／／以下为ｘ轴方向排列优条

ｘ＿ｇｌ··＝ＭａｋｅＧｏｏｄＬａｙｅｒ（Ｘ＿ＧＳ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ＧＬ＿ＲＥＣ）

创建空集Ｘ＿ＧＬ，并将ＧＬ中优层和ｘ＿ｇｌ拷贝给Ｘ＿ＧＬ

ｉｆ（Ｘ＿ＧＬ中箱子体积和大于ＢＥＳＴ＿ＧＬ中箱子体积和）

ＢＥＳＴ＿ＧＬ··＝Ｘ＿ＧＬ／／ＢＥＳＴ＿ＧＬ为全局变量

从Ｘ＿ＧＳ中去除ｘ＿ｇｌ中包含的所有优条

创建空集Ｘ＿Ｂ并将Ｘ＿ＧＳ中箱子加入到Ｘ＿Ｂ中

ＬｏａｄＬｅｆｔＳｐａｃｅ（Ｘ＿ＧＬ，Ｘ＿Ｂ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ－ｘ＿ｇｌ．ｔｈｉｃｋ，

ｆｒ＿ｇａｔｅ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ＧＬ＿ＲＥＣ，ｎ）

　　 　／／以下为ｙ轴方向排列优条

ｙ＿ｇｌ＝ＭａｋｅＧｏｏｄＬａｙｅｒ（Ｙ＿ＧＳ，ｙ＿ｌｅｆｔ，ＧＬ＿ＲＥＣ）

创建空集Ｙ＿ＧＬ，并将ＧＬ中优层和ｙ＿ｇｌ拷贝给Ｙ＿ＧＬ

ｉｆ（Ｙ＿ＧＬ中箱子体积和大于ＢＥＳＴ＿ＧＬ中箱子体积和）

ＢＥＳＴ＿ＧＬ··＝Ｙ＿ＧＬ／／ＢＥＳＴ＿ＧＬ为全局变量

从Ｙ＿ＧＳ中去除ｙ＿ｇｌ中包含的所有优条

创建空集Ｙ＿Ｂ并将Ｙ＿ＧＳ中箱子加入到Ｙ＿Ｂ中

ＬｏａｄＬｅｆｔＳｐａｃｅ（Ｙ＿ＧＬ，Ｙ＿Ｂ，ｘ＿ｌｅｆｔ－ｙ＿ｇｌ．ｔｈｉｃｋ，

ｙ＿ｌｅｆｔ，ｆｒ＿ｇａｔｅ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ＧＬ＿ＲＥＣ，ｎ）

优条集合ＧＳ的生成流程分为两种，分别如算
法３（ａ）和算法３（ｂ）所示，算法３（ａ）和算法３（ｂ）的
区别在于：算法３（ａ）利用箱子的三维尺寸中的两个
尺寸作为优条的长度和宽度上限，而算法３（ｂ）只利
用箱子的三维尺寸中的一个尺寸同时作为优条的长

度和宽度上限，计算结果证明同时调用算法３（ａ）和
算法３（ｂ）比只调用其中一个的填充率高．在算法３
（ａ）中：①首先生成空的优条集合ＧＳ；②然后用所有
箱子允许与ｘｙ面平行的所有面的尺寸轮廓为边界约
束生成普通条，普通条生成流程 ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（ｉｎｐｕｔ）
如算法５所示，一旦找到填充率大于ｆｒ＿ｇａｔｅ的普通
条，就将该普通条作为优条，如果找不到，就选填充
率最高的普通条作为优条；③并从箱子集合中删除
优条中包含的箱子，将优条加入到优条集合；④判
断箱子集合中是否还有箱子能装入容器剩余空间，

如果是，返回到步②执行，如果否，算法结束．算法３
（ｂ）和算法３（ａ）类似，不再赘述．
算法３（ａ）　优条集合的生成流程１．
Ｇｅｎｅｒａｔｅ＿ＧＳ１（Ｂ，Ｃ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

生成空的优条集合ＧＳ

ｗｈｉｌｅ（Ｂ≠并且存在ｂｉ∈Ｂ可放入容器Ｃ剩余空间）

定义临时变量ｂｅｓｔ＿ｇｓ表示最好的优条

定义临时变量ｇｓ１，ｇｓ２，ｇｓ３表示优条

ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｂｏｘ　ｂ∈Ｂ

ｉｆ（ｂ允许并能够正放到容器剩余空间）

ｇｓ１··＝ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈＣ，ｂ．ｌ，ｂ．ｗ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｉｆ（ｆｒ＿ｓｇｓ１ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝ｇｓ１并跳出ｆｏｒ循环

ｉｆ（ｂ允许并能够仰放到容器剩余空间）

ｇｓ２··＝ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈＣ，ｂ．ｈ，ｂ．ｗ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｉｆ（ｆｒ＿ｓｇｓ２ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝ｇｓ２并跳出ｆｏｒ循环

ｉｆ（ｂ允许并能够侧放到容器剩余空间）

ｇｓ３··＝ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈＣ，ｂ．ｈ，ｂ．ｌ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｉｆ（ｆｒ＿ｓｇｓ３ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝ｇｓ３并跳出ｆｏｒ循环

ｉｆ（ｇｓ１，ｇｓ２和ｇｓ３中最大填充率大于ｂｅｓｔ＿ｇｓ的填充率）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝（ｇｓ１，ｇｓ２和ｇｓ３中填充率最大者）

从Ｂ中去除包含在ｂｅｓｔ＿ｇｓ．Ｑ中的箱子

将ｂｅｓｔ＿ｇｓ加入到ＧＳ中

返回ＧＳ
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算法３（ｂ）　优条集合的生成流程２．
Ｇｅｎｅｒａｔｅ＿ＧＳ２（Ｂ，Ｃ，ｘ＿ｌｅｆｔ，ｙ＿ｌｅｆｔ，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

生成空的优条集合ＧＳ
ｗｈｉｌｅ（Ｂ≠并且存在ｂｉ∈Ｂ可放入容器Ｃ剩余空间）

定义临时变量ｂｅｓｔ＿ｇｓ表示最好的优条
定义临时变量ｇｓ１，ｇｓ２，ｇｓ３表示优条

ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｂｏｘ　ｂ∈Ｂ
ｉｆ（ｂ允许并能够正放到容器剩余空间空间）

ｓ１··＝ｍａｘ（ｂ．ｌ，ｂ．ｗ）

ｇｓ１··＝ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈＣ，ｓ１，ｓ１，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｉｆ（ｆｒ＿ｓｇｓ１ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝ｇｓ１并跳出ｆｏｒ循环

ｉｆ（ｂ允许并能够仰放到容器剩余空间）

ｓ２··＝ｍａｘ（ｂ．ｗ，ｂ．ｈ）

ｇｓ２··＝ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈＣ，ｓ２，ｓ２，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｉｆ（ｆｒ＿ｓｇｓ２ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ＝ｇｓ２并跳出ｆｏｒ循环

ｉｆ（ｂ允许并能够侧放到容器剩余空间）

ｓ３··＝ｍａｘ（ｂ．ｌ，ｂ．ｈ）

ｇｓ３··＝ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈＣ，ｓ３，ｓ３，ＧＳ＿ＲＥＣ，ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｉｆ（ｆｒ＿ｓｇｓ３ｆｒ＿ｇａｔｅ）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝ｇｓ３并跳出ｆｏｒ循环

ｉｆ（ｇｓ１，ｇｓ２和ｇｓ３中最大填充率大于ｂｅｓｔ＿ｇｓ的填充率）

ｂｅｓｔ＿ｇｓ··＝（ｇｓ１，ｇｓ２和ｇｓ３中填充率最大者）

从Ｂ中去除包含在ｂｅｓｔ＿ｇｓ．Ｑ中的箱子
将ｂｅｓｔ＿ｇｓ加入到ＧＳ中
返回ＧＳ

优层ｇｌ的生成流程如算法４所示．依次用优条
集合ＧＳ中每一个优条的长度和宽度为即将生成的
优层厚度，用ｌｅｎｇｔｈ为背包容量，以优条集合ＧＳ为
待装入背包的货物，调用算法 ＭａｋｅＬａｙｅｒ（ｉｎｐｕｔ）
（见算法６）运算得到一个优层．比较所有这些优层
的层填充率ｆｒ＿ｌ，以层填充率ｆｒ＿ｌ最高的优层为运
算结果．
算法４．　优层的生成流程．
ＭａｋｅＧｏｏｄＬａｙｅｒ（ＧＳ，ｌｅｎｇｔｈ，ＧＬ＿ＲＥＣ）

定义临时变量ｂｅｓｔ＿ｇｌ表示最好的优层

ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｇｓ∈ＧＳ
定义临时变量ｇｌ１，ｇｌ２表示优层

ｇｌ１··＝ＭａｋｅＬａｙｅｒ（ＧＳ，ｌｅｎｇｔｈ，ｇｓ．ｌ＿ｓ，ＧＬ＿ＲＥＣ）

ｇｌ２··＝ＭａｋｅＬａｙｅｒ（ＧＳ，ｌｅｎｇｔｈ，ｇｓ．ｗ＿ｓ，ＧＬ＿ＲＥＣ）

ｉｆ（ｇｌ１或ｇｌ２的层填充率大于ｂｅｓｔ＿ｇｌ的层填充率）

ｂｅｓｔ＿ｇｌ··＝ｇｌ１和ｇｌ２中层填充率较大者

返回ｂｅｓｔ＿ｇｌ

　　普通条生成流程如算法５所示．以集合Ｂ中所
有箱子为货物，以容器高度为背包容量，以每个箱子
允许在ｚ轴方向的最小尺寸为货物重量，以箱子体
积为价值，通过动态规划方法解背包问题，得到优

条．在每一次求解背包问题后，都记录本次背包问题
的背包容量、优条底面约束尺寸、全部货物列表、选
中装入背包的货物列表．在生成新的优条时，首先判
断有无近似记录可供参考，如果有，则直接根据记录
生成优条，从而避免重复运算相同背包问题，大大减
少装箱计算时间．查找近似背包问题记录判断流程
参见算法７．定义优条背包生成记录如下：

Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ＝（ｌｅｎｇｔｈ，ｓｉｚｅ１，ｓｉｚｅ２，

ＡＬＬ，ＳＥＬＥＣＴＥＤ）（１２）
其中ｌｅｎｇｔｈ表示背包容量，ｓｉｚｅ１表示优条第１个底
面尺寸，ｓｉｚｅ２表示优条第２个底面尺寸，ＡＬＬ表示
全部货物列表，ＳＥＬＥＣＴＥＤ 表示选中装入背包的
货物列表．
算法５．　普通条生成流程．
ＭａｋｅＳｔｒｉｐ（Ｂ，ｈｅｉｇｈｔ，ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ，ＧＳ＿ＲＥＣ）
定义ｓｉｚｅ１··＝Ｍａｘ（ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ）
定义ｓｉｚｅ２··＝Ｍｉｎ（ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ）
创建空的箱子列表Ｂ＿ＮＥＷ
ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｂｏｘ　ｂ∈Ｂ
定义ｂ对应货物重量ｇ＿ｗｅｉ··＝０
ｉｆ（ｂ．ｚｈ＝＝１并且 Ｍａｘ（ｂ．ｌ，ｂ．ｗ）ｓｉｚｅ１
并且 Ｍｉｎ（ｂ．ｌ，ｂ．ｗ）ｓｉｚｅ２）

ｇ＿ｗｅｉ··＝ｂ．ｈ
ｉｆ（ｂ．ｚｗ＝＝１并且 Ｍａｘ（ｂ．ｌ，ｂ．ｈ）ｓｉｚｅ１
并且 Ｍｉｎ（ｂ．ｌ，ｂ．ｈ）ｓｉｚｅ２
并且ｂ．ｗ＜ｇ＿ｗｅｉ）

ｇ＿ｗｅｉ··＝ｂ．ｗ
ｉｆ（ｂ．ｚｌ＝＝１并且 Ｍａｘ（ｂ．ｗ，ｂ．ｈ）ｓｉｚｅ１
并且 Ｍｉｎ（ｂ．ｗ，ｂ．ｈ）ｓｉｚｅ２
并且ｂ．ｌ＜ｇ＿ｗｅｉ）

ｇ＿ｗｅｉ··＝ｂ．ｌ
ｉｆ（ｇ＿ｗｅｉ＞０）／／说明箱子ｂ可以放进优条中
将ｂ加入到Ｂ＿ＮＥＷ
定义普通条ｓｔｒｉｐ
ｓｔｒｉｐ··＝Ｅｘｉｓｔ＿Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ（ＧＳ＿ＲＥＣ，ｈｅｉｇｈｔ，ｍａｘ＿ｌ，

ｍａｘ＿ｗ，Ｂ＿ＮＥＷ）

ｉｆ（ｓｔｒｉｐ＝）

ｓｔｒｉｐ··＝（以Ｂ＿ＮＥＷ 为货物列表，以ｈｅｉｇｈｔ为背包容
量，以相应ｇ＿ｗｅｉ为货物重量，以箱子体积为
货物价值，利用动态规划法求解背包问题）

Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ··＝（ｈｅｉｇｈｔ，ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ，Ｂ，ｇｓ．Ｑ）
加入到ＧＳ＿ＲＥＣ中

返回ｓｔｒｉｐ

　　普通层生成流程如算法６所示．以集合ＧＳ中
所有优条为货物，以ｌｅｎｇｔｈ为背包容量，以每个优
条允许在与优层厚度ｔｈｉｃｋ垂直方向的最小尺寸为
货物重量，以优条中箱子体积和为优条价值，通过动
态规划方法解背包问题，得到普通层．在每一次求解
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背包问题后，都记录本次背包问题的背包容量、层厚
度、全部货物列表、选中装入背包的货物列表，在进
行其他单一层生成时，首先判断有无近似记录可供
参考，如果有，则直接根据记录生成优层，从而避免
重复运算相同背包问题，大大减少装箱计算时间．查
找近似背包记录的判断可以参考算法７，不再赘述．
算法６．　单一层生成流程．
ＭａｋｅＬａｙｅｒ（ＧＳ，ｌｅｎｇｔｈ，ｔｈｉｃｋ，ＧＬ＿ＲＥＣ）

创建空的优条列表ＧＳ＿ＮＥＷ
ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｂｏｘ　ｇｓ∈ＧＳ
定义ｇｓ对应货物重量ｇ＿ｗｅｉ··＝０
定义ｓｉｚｅ１··＝Ｍａｘ（ｇｓ．ｌ＿ｓ，ｇｓ．ｗ＿ｓ）

定义ｓｉｚｅ２··＝Ｍｉｎ（ｇｓ．ｌ＿ｓ，ｇｓ．ｗ＿ｓ）

ｉｆ（ｓｉｚｅ１ｔｈｉｃｋ）

ｇ＿ｗｅｉ··＝ｓｉｚｅ２

ｅｌｓｅ　ｉｆ（ｓｉｚｅ２ｔｈｉｃｋ）

ｇ＿ｗｅｉ··＝ｓｉｚｅ１

ｉｆ（ｇ＿ｗｅｉ＞０）／／说明优条ｇｓ可以放进优层中
将ｇｓ加入到ＧＳ＿ＮＥＷ
定义普通层ｌａｙｅｒ
ｌａｙｅｒ··＝Ｅｘｉｓｔ＿Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ（ＧＬ＿ＲＥＣ，ｌｅｎｇｔｈ，

ｔｈｉｃｋ，ｔｈｉｃｋ，ＧＳ）

ｉｆ（ｌａｙｅｒ＝）

ｌａｙｅｒ··＝（以ＧＳ＿ＮＥＷ 为货物列表，以ｌｅｎｇｔｈ为被

包容量，以相应ｇ＿ｗｅｉ为货物重量，以优
条中箱子体积和为货物价值，利用动态规

划法求解背包问题）

Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ··＝（ｌｅｎｇｔｈ，ｔｈｉｃｋ，ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ，ＧＳ，ｇｌ．Ｔ）

将Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ加入到ＧＬ＿ＲＥＣ中
返回ｌａｙｅｒ

查找近似背包问题记录判断流程如算法７所
示．轮流访问优条记录集合中每一个优条生成记录，
如果记录中优条高度和底面轮廓和给定值相同，并
且：①给定箱子集是该记录对应的全部箱子集合的
子集；②该记录对应选中的箱子集合是给定箱子集
的子集，则认为该记录为近似背包记录，直接返回该
记录选中的箱子集即可．
算法７．　查找近似背包记录流程．
Ｅｘｉｓｔ＿Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ（ＧＳ＿ＲＥＣ，ｌｅｎｇｔｈ，ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ，

ＡＬＬ）

ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｋｎａｐｓａｃｋ＿Ｒｅｃ　ｋｒ∈ＧＳ＿ＲＥＣ

ｉｆ（ｋｒ．ｌｅｎｇｔｈ＝ｌｅｎｇｔｈ，并且ｍａｘ（ｋｒ．ｓｉｚｅ１，ｋｒ．ｓｉｚｅ２）＝

ｍａｘ（ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ），并且ｍｉｎ（ｋｒ．ｓｉｚｅ１，ｋｒ．ｓｉｚｅ２）＝

ｍｉｎ（ｍａｘ＿ｌ，ｍａｘ＿ｗ））

ｉｆ（ＡＬＬｋｒ．ＡＬＬ并且ＡＬＬｋｒ．ＳＥＬＥＣＴＥＤ）

返回ｋｒ．ＳＥＬＥＣＴＥＤ
返回

４　计算实验

本文的二叉搜索树算法（ＨＯＢＴＳ）用Ｃ＃语言实
现，实验程序运行在Ｉｎｔｅｌ　Ｃｏｒｅ２Ｑ８３００＠２．５０ＧＨｚ处
理器上，运行环境为 Ｗｉｎｄｏｗｓ　７专业版，算法的计

算时间主要消耗在形成优条和优层的背包运算上，

由于采用了根据近似装箱记录来复制优条，从而大

大减少背包运算调用次数，大大减少了装箱计算时

间．为了提高装箱率，我们以０．００５为间距，从０．９～１
设置ｆｒ＿ｇａｔｅ值，每个装箱实例调用算法１总共

２１次，从中选择填充率最高的装箱方案作为最终方

案．本文的算例数据来源于文献［９］，本算法在箱子

种类强多样性环境中优势突出，包括ＢＲ１－ＢＲ１５一

共１５００个三维装箱实例，他们可以从 ＯＲ－Ｌｉｂｒａｒｙ
网站①下载．这些实例共分为１５种类型，每类１００
个实例．每类问题中箱子类型数相同，ＢＲ１～ＢＲ１５
中箱子的类型数分别为３、５、８、１０、１２、１５、２０、３０、

４０、５０、６０、７０、８０、９０、１００，多样性由弱到强，能够很

好地测试算法在不同多样性装箱问题中的性能．
许多研究者全部或部分测试了文献［９］中的

１５００个实例其中组合启发式算法（ＣＨ）［２５］、顺序和
并行执行的禁忌搜索算法（ＰＴＳＡ）［１４］、ＭＦＢ 算
法［２３］、随机启发式算法［２４］、Ｈ＿Ｂ算法［３２］、启发式算
法（ＳＰＢＢＬ－ＣＣ４）［５］致力于研究弱异构装箱问题，仅
测试ＢＲ１～ＢＲ７．

Ｈ＿ＢＲ算法［９］、ＧＡ＿ＧＢ算法［１０］、禁忌搜索算法

ＴＳ＿ＢＧ［１１］、贪心随机自适应搜索算法（ＧＲＡＳＰ）［１５］、

ｍａｘｉｍａｌ－ｓｐａｃｅ算法［１６］、可变邻域搜索算法（ＶＮＳ）［１７］、

混合模拟退火算法（ＨＳＡ）［２６］、整数拆分树搜索算法
（ＣＬＴＲＳ）［１８］、ＦＤＡ算法［３１］以及最新的多层启发式
搜索算法（ＭＬＨＳ）［２８］测试了ＢＲ１～ＢＲ１５全部实
例．Ａ２算法［２７］测试了ＢＲ８～ＢＲ１５．
４．１　实例计算结果分析
上述比较算法全部满足Ｃ１约束，部分满足Ｃ２

约束，算法的计算结果直接来自于相应文献．由于本
文算法的优势主要体现在箱子种类数较多的情况

下，因此本文仅测试了ＢＲ８～ＢＲ１５．表２和表３分
别列出了算法的ｆｒ＿ｇａｔｅ取值详细信息和填充率详
细信息．
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表２　ＨＯＢＴＳ算法的ｆｒ＿ｇａｔｅ取值数据

ｃａｓｅ
ｆｒ＿ｇａｔｅ

ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５
ｃａｓｅ１ ＊１　　 ＊０．９５５ ＊０．９６５ ＊１　　 ＊０．９４ ＊０．９３５ ＊０．９６５ ＊０．９３５
ｃａｓｅ２ ＊０．９５５ ＊０．９５ ＊０．９６５ ＊０．９４ ＊０．９２５ ＊０．９２５ ＊０．９２５ ＊１
ｃａｓｅ３ ＃１ ＊０．９５ ＊０．９２ ＃０．９１５ ＊０．９７ ＊０．９４５ ＊０．９６５ ＊１
ｃａｓｅ４ ＊０．９４５ ＊０．９１５ ＊０．９２５ ＊０．９５５ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９４
ｃａｓｅ５ ＊０．９６ ＊０．９５ ＊０．９５５ ＃０．９７ ＃０．９０５ ＊０．９６ ＊０．９６５ ＃０．９３
ｃａｓｅ６ ＊０．９７５ ＊０．９８ ＊０．９４ ＊１ ＊０．９２５ ＊０．９８ ＊０．９７５ ＊０．９４５
ｃａｓｅ７ ＃０．９２５ ＊０．９６５ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９４ ＊１ ＃０．９１
ｃａｓｅ８ ＊０．９５５ ＃０．９４ ＃０．９ ＊０．９３５ ＊０．９６ ＊０．９８５ ＃１ ＊０．９３５
ｃａｓｅ９ ＊０．９６５ ＊０．９４ ＊１ ＊１ ＊０．９４５ ＃０．９６５ ＊０．９４５ ＊０．９４５
ｃａｓｅ１０ ＊０．９１５ ＊０．９４ ＊０．９２５ ＊０．９５ ＊０．９６５ ＊１ ＊１ ＊０．９６５
ｃａｓｅ１１ ＊０．９６５ ＊１ ＊０．９３５ ＊１ ＊１ ＊０．９４５ ＊１ ＊０．９８５
ｃａｓｅ１２ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９５５ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９３５ ＊０．９４ ＊０．９７５
ｃａｓｅ１３ ＊０．９４ ＊０．９４５ ＊０．９４ ＊０．９５ ＊０．９６５ ＊１ ＊０．９１５ ＊０．９５
ｃａｓｅ１４ ＊０．９３５ ＊０．９１ ＊０．９２５ ＃０．９４５ ＊０．９５ ＊０．９６５ ＊１ ＊０．９２５
ｃａｓｅ１５ ＊０．９６ ＊０．９４ ＊０．９５ ＊０．９５ ＊０．９２５ ＊０．９５ ＃０．９３５ ＊０．９７５
ｃａｓｅ１６ ＊０．９ ＊１ ＊１ ＊０．９６ ＊０．９６ ＊０．９６ ＊０．９５ ＊０．９６
ｃａｓｅ１７ ＃０．９２５ ＊０．９４５ ＃０．９ ＊０．９３ ＃０．９１５ ＊０．９５５ ＊０．９５５ ＊０．９６５
ｃａｓｅ１８ ＊０．９３５ ＊０．９２ ＊０．９１ ＊０．９２ ＃０．９４５ ＊０．９４ ＊０．９４５ ＊０．９３
ｃａｓｅ１９ ＊０．９３５ ＊０．９４５ ＊０．９３５ ＃１ ＊０．９０５ ＊０．９５５ ＊１ ＊１
ｃａｓｅ２０ ＊０．９６ ＊１ ＊１ ＊０．９１５ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊０．９４ ＊０．９４５
ｃａｓｅ２１ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊０．９５ ＊０．９５ ＃０．９２ ＊０．９６ ＊０．９３５ ＊０．９３
ｃａｓｅ２２ ＃０．９７ ＊０．９７ ＃０．９２ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊０．９６５ ＊０．９２５ ＊０．９６５
ｃａｓｅ２３ ＊０．９７５ ＊０．９３５ ＊１ ＊１ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９５５ ＊０．９３
ｃａｓｅ２４ ＃０．９４５ ＊０．９３５ ＊０．９６ ＊０．９３ ＊０．９４５ ＊０．９７５ ＊０．９５ ＃０．９３
ｃａｓｅ２５ ＊１ ＊１ ＊１ ＃０．９４５ ＊０．９５５ ＊１ ＊０．９４ ＊１
ｃａｓｅ２６ ＊０．９ ＊０．９５ ＊０．９４ ＊０．９３ ＃１ ＊０．９６ ＃０．９０５ ＃０．９
ｃａｓｅ２７ ＊０．９４ ＊０．９７５ ＊１ ＊０．９３５ ＊０．９５ ＊０．９４ ＊０．９２ ＊１
ｃａｓｅ２８ ＃０．９３ ＊０．９４ ＊０．９３５ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９５ ＃０．９１５ ＊１
ｃａｓｅ２９ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９８５ ＊１ ＃０．９５ ＊０．９３５ ＃０．９６ ＊０．９５
ｃａｓｅ３０ ＊０．９６５ ＊０．９３５ ＊０．９５５ ＊０．９８ ＊１ ＊０．９７５ ＊０．９５５ ＊１
ｃａｓｅ３１ ＊０．９５５ ＊０．９５５ ＊０．９２５ ＊０．９６ ＊０．９６ ＊０．９７ ＊１ ＊０．９２
ｃａｓｅ３２ ＊０．９６ ＊０．９４ ＃１ ＊０．９４５ ＊０．９７ ＊０．９５ ＊０．９３ ＊０．９６５
ｃａｓｅ３３ ＊０．９６ ＊０．９６ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９６５ ＊０．９２５ ＊０．９０５ ＊０．９４
ｃａｓｅ３４ ＊０．９８ ＊０．９６ ＃０．９２５ ＊０．９４５ ＊０．９７ ＃０．９５５ ＊０．９６ ＃０．９３
ｃａｓｅ３５ ＊０．９５５ ＊０．９１ ＊０．９７５ ＊０．９４５ ＃１ ＊０．９４ ＊０．９２ ＃０．９３５
ｃａｓｅ３６ ＊０．９７ ＊０．９４５ ＊０．９２ ＃０．９１ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９６５ ＊１
ｃａｓｅ３７ ＊０．９６ ＊０．９３ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９０５ ＃０．９４
ｃａｓｅ３８ ＊０．９３ ＃０．９３５ ＊０．９３５ ＊１ ＊０．９５５ ＊０．９３ ＊０．９６５ ＃０．９５５
ｃａｓｅ３９ ＊０．９６ ＊０．９４ ＊１ ＊０．９５５ ＊０．９５ ＊１ ＃１ ＊０．９５５
ｃａｓｅ４０ ＊１ ＊０．９７５ ＊０．９６５ ＃１ ＊０．９７５ ＊０．９３５ ＃０．９５５ ＊０．９６５
ｃａｓｅ４１ ＃１ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９５ ＃０．９５ ＃１ ＊０．９４５ ＊０．９５５
ｃａｓｅ４２ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９３５ ＃１ ＊０．９４ ＊０．９６５ ＊０．９６５ ＊０．９５５
ｃａｓｅ４３ ＊１ ＊１ ＊０．９６ ＊０．９３５ ＊０．９５５ ＊０．９５５ ＊０．９６ ＊０．９４５
ｃａｓｅ４４ ＊０．９６５ ＊１ ＊０．９６ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９７ ＊０．９３５ ＃０．９１
ｃａｓｅ４５ ＊０．９５５ ＊０．９３５ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９４５ ＊０．９４５ ＃０．９５ ＊０．９８
ｃａｓｅ４６ ＃１ ＊０．９ ＊０．９３ ＊０．９７ ＊０．９４ ＊１ ＊０．９３ ＊０．９６
ｃａｓｅ４７ ＊０．９５ ＊０．９７５ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９７ ＃０．９７ ＊０．９６５ ＊０．９２
ｃａｓｅ４８ ＊０．９７５ ＊０．９６ ＊１ ＃１ ＊０．９５５ ＊０．９３ ＊０．９３５ ＊０．９５
ｃａｓｅ４９ ＊１ ＊１ ＊０．９７ ＊０．９５５ ＊０．９４５ ＊０．９５５ ＃０．９７ ＊０．９６５
ｃａｓｅ５０ ＊０．９６ ＊０．９４ ＃０．９０５ ＊１ ＊０．９７ ＊０．９７ ＊１ ＊０．９６
ｃａｓｅ５１ ＊１ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊０．９５５ ＊１ ＃１ ＊０．９５ ＊０．９７５
ｃａｓｅ５２ ＊０．９３５ ＊０．９４ ＊０．９５ ＊０．９６５ ＊１ ＃１ ＊０．９２５ ＊０．９６
ｃａｓｅ５３ ＊１ ＊０．９３５ ＊０．９５５ ＊０．９６５ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊０．９１５ ＊０．９８
ｃａｓｅ５４ ＊０．９０５ ＊０．９６５ ＊０．９２ ＊０．９７５ ＊１ ＊０．９６ ＃１ ＊０．９７
ｃａｓｅ５５ ＊１ ＊０．９７５ ＊１ ＊０．９６５ ＊０．９４５ ＊０．９３ ＊１ ＊１
ｃａｓｅ５６ ＊０．９３５ ＊１ ＊０．９６５ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９６５ ＊０．９３ ＊０．９７５
ｃａｓｅ５７ ＊１ ＊０．９７ ＃０．９２５ ＃０．９４５ ＃０．９５５ ＃０．９１５ ＊０．９１５ ＃０．９２５
ｃａｓｅ５８ ＊０．９３５ ＊０．９１ ＊０．９４ ＊０．９６５ ＊０．９５５ ＊０．９５ ＊０．９５５ ＃０．９
ｃａｓｅ５９ ＊１ ＊０．９３５ ＊１ ＃０．９６ ＊０．９７５ ＃０．９４５ ＊０．９３ ＊０．９３
ｃａｓｅ６０ ＊０．９６ ＊１ ＊１ ＊１ ＊１ ＃０．９１ ＃０．９１ ＊０．９０５
ｃａｓｅ６１ ＊０．９３５ ＃０．９３５ ＊０．９４５ ＊０．９５ ＊１ ＃１ ＊０．９７ ＊０．９７
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（续 表）

ｃａｓｅ
ｆｒ＿ｇａｔｅ

ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５
ｃａｓｅ６２ ＊０．９５５ ＊０．９５ ＊０．９５ ＊１ 　 ＊１ 　 ＊０．９２５ ＊０．９６５ ＊１ 　
ｃａｓｅ６３ ＊１ ＊０．９５５ ＊０．９４５ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９６５ ＊１ ＊０．９４
ｃａｓｅ６４ ＊１ ＊０．９３５ ＊０．９６５ ＊０．９５ ＃０．９６ ＊１ ＊０．９３５ ＊０．９３５
ｃａｓｅ６５ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９６５ ＊０．９６ ＊０．９５５ ＊０．９７５ ＊０．９５５
ｃａｓｅ６６ ＊０．９７ ＊０．９４ ＊０．９４５ ＊０．９６５ ＊０．９５ ＃０．９４ ＊０．９７ ＃０．９４
ｃａｓｅ６７ ＊０．９３ ＊０．９４ ＊１ ＊０．９３ ＊０．９８ ＊０．９６５ ＊０．９４５ ＊０．９７
ｃａｓｅ６８ ＊０．９３５ ＊０．９５５ ＊１ ＊０．９７５ ＊１ ＊１ ＊１ ＃０．９３
ｃａｓｅ６９ ＊０．９２ ＊０．９１５ ＊１ ＃０．９７５ ＊１ ＊１ ＊１ ＃０．９４
ｃａｓｅ７０ ＊１ ＊０．９２ ＃０．９５ ＊０．９５５ ＊０．９６ ＊０．９３５ ＊０．９１５ ＊０．９５
ｃａｓｅ７１ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９７５ ＃０．９ ＊１ ＃０．９４５ ＊０．９６ ＊０．９６
ｃａｓｅ７２ ＊１ ＊１ ＊０．９８ ＊０．９６５ ＊０．９６５ ＊１ ＊１ ＊１
ｃａｓｅ７３ ＊１ ＃１ ＊０．９５５ ＊０．９３ ＊０．９７ ＃１ ＊０．９７ ＊０．９５
ｃａｓｅ７４ ＊０．９１ ＃０．９４５ ＊０．９６５ ＃０．９６５ ＊０．９３ ＊０．９５５ ＃０．９２５ ＃０．９７
ｃａｓｅ７５ ＊０．９３ ＊０．９６ ＊０．９４ ＊０．９４ ＃０．９５５ ＊０．９７ ＊１ ＃０．９１５
ｃａｓｅ７６ ＊０．９４ ＊１ ＊０．９６ ＊０．９４５ ＊０．９６５ ＊０．９４５ ＊１ ＃０．９
ｃａｓｅ７７ ＊０．９６ ＊０．９５ ＃０．９ ＊０．９５ ＊０．９３ ＊０．９５ ＊０．９５ ＊０．９３
ｃａｓｅ７８ ＊０．９６５ ＊０．９４５ ＊０．９４５ ＊１ ＊０．９５ ＊１ ＃０．９５ ＃０．９
ｃａｓｅ７９ ＊０．９３５ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９７ ＃０．９３ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊０．９３５
ｃａｓｅ８０ ＊０．９４５ ＊０．９ ＃０．９５ ＊０．９６５ ＊０．９６ ＃１ ＊０．９４５ ＊０．９６５
ｃａｓｅ８１ ＊０．９３ ＊０．９２ ＃０．９３ ＊０．９１５ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９１５ ＊０．９４５
ｃａｓｅ８２ ＊０．９７５ ＊０．９３ ＊１ ＊０．９３５ ＊０．９４５ ＃１ ＊０．９６ ＊０．９４
ｃａｓｅ８３ ＊０．９５ ＊０．９５ ＊１ ＊１ ＊０．９３ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊０．９４
ｃａｓｅ８４ ＊０．９２５ ＊０．９７ ＊０．９４５ ＊０．９４５ ＃０．９２５ ＊１ ＊０．９６ ＊０．９４５
ｃａｓｅ８５ ＊０．９４ ＃０．９１５ ＊０．９９ ＊０．９５５ ＊１ ＊０．９５５ ＊０．９６５ ＊０．９７
ｃａｓｅ８６ ＊０．９４５ ＊０．９５５ ＊０．９７ ＊０．９６５ ＊０．９７ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊１
ｃａｓｅ８７ ＊０．９７５ ＊０．９８ ＊０．９８ ＃０．９４ ＊１ ＊０．９６ ＊１ ＊１
ｃａｓｅ８８ ＊０．９５ ＊０．９３５ ＊０．９５ ＊０．９５ ＊１ ＊０．９４５ ＊０．９４ ＊０．９５
ｃａｓｅ８９ ＃０．９３５ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９８ ＊１ ＊１ ＊１ ＊０．９７５
ｃａｓｅ９０ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊１ ＊１ ＊１ ＊１ ＊０．９５ ＊０．９４５
ｃａｓｅ９１ ＊１ ＊０．９２５ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９５５ ＃０．９０５ ＊０．９４５ ＊０．９４５
ｃａｓｅ９２ ＃０．９４ ＃０．９３ ＊０．９５ ＊０．９６ ＊０．９６５ ＊０．９５５ ＊１ ＊０．９５５
ｃａｓｅ９３ ＊１ ＊０．９６ ＊０．９８５ ＊０．９７ ＊０．９７ ＊０．９６５ ＊０．９５ ＊０．９４
ｃａｓｅ９４ ＃０．９ ＊０．９４５ ＊１ ＊０．９５５ ＊０．９６ ＊１ ＊０．９８ ＊０．９６
ｃａｓｅ９５ ＊０．９５ ＊０．９７ ＊０．９２ ＊０．９６ ＊０．９５５ ＊０．９６５ ＊０．９６ ＊０．９４５
ｃａｓｅ９６ ＊０．９２ ＊１ ＊０．９７５ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊０．９４５ ＊０．９６ ＊１
ｃａｓｅ９７ ＊１ ＊１ ＊０．９１５ ＊０．９４ ＊０．９６５ ＊０．９４ ＃１ ＊０．９３
ｃａｓｅ９８ ＊１ ＊１ ＊０．９４ ＊０．９７ ＊０．９７ ＊０．９７５ ＊１ ＊０．９５
ｃａｓｅ９９ ＊０．９６５ ＊０．９４５ ＊０．９２５ ＊１ ＃０．９６ ＊０．９４５ ＊０．９５ ＃０．９４５
ｃａｓｅ１００ ＊０．９６ ＃０．９６５ ＊１ ＊１ ＊１ ＊０．９３５ ＊１ ＃０．９

注：＊指通过调用算法３（ａ）得到最优值；＃指通过调用算法３（ｂ）得到最优解．

表３　ＨＯＢＴＳ算法的填充率数据

ｃａｓｅ
填充率

ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５
ｃａｓｅ１　 ０．９０７７０　 ０．８９９８２　 ０．９０１６７　 ０．８９７９７　 ０．９０２５８　 ０．８９３６０　 ０．９００８７　 ０．８９３０７
ｃａｓｅ２　 ０．９２０１４　 ０．９１７７５　 ０．９１３２３　 ０．９１１０７　 ０．９００９０　 ０．８９５５６　 ０．８９８１２　 ０．８９８９５
ｃａｓｅ３　 ０．９１２１７　 ０．９０５０４　 ０．９０８６４　 ０．８９６１５　 ０．８９２９０　 ０．９０１２６　 ０．８９００８　 ０．８９９３７
ｃａｓｅ４　 ０．８８８１６　 ０．９１３４６　 ０．９０４４４　 ０．９０５３３　 ０．８８８７９　 ０．９０３８４　 ０．９０２２３　 ０．８９５９７
ｃａｓｅ５　 ０．９１１８３　 ０．９１５０２　 ０．９０８８３　 ０．８９８９８　 ０．８９５９４　 ０．８９５２７　 ０．８９９６９　 ０．８９１５６
ｃａｓｅ６　 ０．９０６６１　 ０．９０８０６　 ０．８９３２８　 ０．９０２８２　 ０．９０２３４　 ０．８９７７７　 ０．９０４０４　 ０．９０２６３
ｃａｓｅ７　 ０．９０８０２　 ０．９１３４０　 ０．９０４２０　 ０．８９７４３　 ０．８９２９０　 ０．８９４１０　 ０．８９３１２　 ０．８９０９７
ｃａｓｅ８　 ０．９１２６３　 ０．８９４３４　 ０．９００８５　 ０．８９９８５　 ０．８９８０２　 ０．８９９０７　 ０．８９９５８　 ０．８９２５１
ｃａｓｅ９　 ０．９０６６２　 ０．９０５４７　 ０．８９９４０　 ０．９０５７０　 ０．９０８６３　 ０．９０１３０　 ０．８９３８５　 ０．８９５６１
ｃａｓｅ１０　 ０．８９９９８　 ０．８９７０５　 ０．９１１９５　 ０．９０１４０　 ０．９０２６５　 ０．９０１９３　 ０．８９８９５　 ０．８９４３８
ｃａｓｅ１１　 ０．９１４３１　 ０．９０６３６　 ０．９０５１１　 ０．９０６１８　 ０．９１５７１　 ０．９０２８３　 ０．９０７０７　 ０．９０３３２
ｃａｓｅ１２　 ０．９０９５８　 ０．９００１０　 ０．８９９５８　 ０．８９８０８　 ０．８９３３９　 ０．９０２０６　 ０．８９７５２　 ０．８９６５９
ｃａｓｅ１３　 ０．９１９３６　 ０．９１３１０　 ０．９１１５４　 ０．９０２３６　 ０．８９５９４　 ０．８９４９５　 ０．８９５３７　 ０．８８３９７
ｃａｓｅ１４　 ０．９２７５９　 ０．９０５７２　 ０．９０９９９　 ０．８９８９４　 ０．８９６５２　 ０．８９３９６　 ０．８９６３５　 ０．８９７１３
ｃａｓｅ１５　 ０．９１４５４　 ０．９０７３４　 ０．９１１６３　 ０．９０７７８　 ０．９１０８６　 ０．９０１７５　 ０．８９６１８　 ０．８９７８８
ｃａｓｅ１６　 ０．９１６０８　 ０．９１７９３　 ０．９１０７０　 ０．９０１０３　 ０．８９７８４　 ０．８９８２７　 ０．８９１５１　 ０．９０００４
ｃａｓｅ１７　 ０．９０３４２　 ０．９０２１７　 ０．９００４２　 ０．９０７９０　 ０．９０１５７　 ０．９０２５７　 ０．８９９９７　 ０．８９５２６

８３５１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１５年



（续 表）

ｃａｓｅ
填充率

ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５
ｃａｓｅ１８　 ０．９０５９５　 ０．９１０６８　 ０．８９７７０　 ０．８９７６８　 ０．８９５８４　 ０．８９２５５　 ０．８９０５２　 ０．８８８４３
ｃａｓｅ１９　 ０．９０７７８　 ０．９０５４０　 ０．９１３６４　 ０．９０１５９　 ０．９０７００　 ０．９０５９９　 ０．８９０２３　 ０．８９６８７
ｃａｓｅ２０　 ０．９１８８６　 ０．９１７６９　 ０．９１３８９　 ０．９０７９２　 ０．９０６０２　 ０．８９９６５　 ０．８９８９６　 ０．８９６３７
ｃａｓｅ２１　 ０．９０４９７　 ０．８９７６５　 ０．８９９７４　 ０．８９１７０　 ０．８９４４０　 ０．８９５６７　 ０．８９４９４　 ０．８８８７１
ｃａｓｅ２２　 ０．９２０７３　 ０．９１１６４　 ０．９１１５７　 ０．９０７６７　 ０．８９９３４　 ０．８９３９０　 ０．８９１２１　 ０．８９０３５
ｃａｓｅ２３　 ０．９１０４４　 ０．９０８７６　 ０．９０１５４　 ０．８９３９１　 ０．９００９３　 ０．９０１２５　 ０．８９２６７　 ０．８９２５２
ｃａｓｅ２４　 ０．９０９２１　 ０．９０７２７　 ０．９０７６６　 ０．９０３６７　 ０．８９８８０　 ０．９００９２　 ０．８９７２６　 ０．８９３３０
ｃａｓｅ２５　 ０．９２３６２　 ０．９０５７８　 ０．９０５０３　 ０．９０５３５　 ０．９０４４８　 ０．８９７７１　 ０．８８９６２　 ０．９０１５７
ｃａｓｅ２６　 ０．８９６３２　 ０．９０８５８　 ０．８９８９８　 ０．８８８２０　 ０．８８８２５　 ０．８８９９５　 ０．８７９８０　 ０．８８５３３
ｃａｓｅ２７　 ０．９１６８７　 ０．９０５１４　 ０．９０３６７　 ０．９０７２６　 ０．９０３３２　 ０．８９２５４　 ０．８９４１５　 ０．８８９７３
ｃａｓｅ２８　 ０．９１１７１　 ０．９１２８９　 ０．８９８０１　 ０．９０５４６　 ０．８９１７７　 ０．８９０５７　 ０．８９１７８　 ０．８９４２２
ｃａｓｅ２９　 ０．９０８４５　 ０．９０４２３　 ０．８９９８１　 ０．８９８３１　 ０．８９４１７　 ０．９０８２６　 ０．９００６２　 ０．８９５４７
ｃａｓｅ３０　 ０．９１１２１　 ０．９１１７６　 ０．９０８７６　 ０．９０８０４　 ０．９１７７７　 ０．９０５５４　 ０．８９４５２　 ０．９００１９
ｃａｓｅ３１　 ０．９１３６９　 ０．９０７５１　 ０．８９６９８　 ０．９０１８０　 ０．８９１６２　 ０．９０１８１　 ０．８９５０２　 ０．８９３０３
ｃａｓｅ３２　 ０．９２２６９　 ０．９０７８６　 ０．９１１２９　 ０．９０５１２　 ０．９０８８４　 ０．９０１２２　 ０．８９１０６　 ０．８８９７７
ｃａｓｅ３３　 ０．９２２４６　 ０．９１２３９　 ０．９１２２７　 ０．９０３７７　 ０．９０４４０　 ０．８９７８４　 ０．８９０７８　 ０．９０３７５
ｃａｓｅ３４　 ０．９１６７７　 ０．９１２３７　 ０．９０１５９　 ０．９０２３９　 ０．８９９９９　 ０．８８９１１　 ０．８９４４０　 ０．８９０４２
ｃａｓｅ３５　 ０．９２４５０　 ０．９２１２４　 ０．９１８８１　 ０．９０３４５　 ０．９０１０９　 ０．９０６２８　 ０．９０４２７　 ０．９０８４３
ｃａｓｅ３６　 ０．９１７９０　 ０．９０５６６　 ０．９０８４２　 ０．９０４７７　 ０．９０３３２　 ０．９０３６１　 ０．９０１３２　 ０．８９４１７
ｃａｓｅ３７　 ０．９１３７５　 ０．９１３６３　 ０．９１０６９　 ０．９０７６４　 ０．９１１４１　 ０．９０１６６　 ０．８９７６２　 ０．８９３４３
ｃａｓｅ３８　 ０．９０２１５　 ０．９０１５１　 ０．９１０９４　 ０．８９５１７　 ０．９０３７６　 ０．８９６１９　 ０．９００７５　 ０．８９５７８
ｃａｓｅ３９　 ０．９１５９０　 ０．９１０４３　 ０．９０７４７　 ０．９０７６１　 ０．８９７３６　 ０．８９２９７　 ０．８９６１０　 ０．８９４７２
ｃａｓｅ４０　 ０．９０９７３　 ０．９０１３２　 ０．９０３１７　 ０．９０３６６　 ０．９００５７　 ０．８９３３８　 ０．８８５２３　 ０．８８７７２
ｃａｓｅ４１　 ０．９１６００　 ０．９１９４６　 ０．９１４０３　 ０．９０６６６　 ０．９０３７６　 ０．８９４５３　 ０．８９１７１　 ０．８８６９４
ｃａｓｅ４２　 ０．９０３０５　 ０．９０７１６　 ０．９１５９５　 ０．９１１７６　 ０．９０８５３　 ０．９０５８１　 ０．８９９１４　 ０．８９５１９
ｃａｓｅ４３　 ０．９１０３９　 ０．９１３６９　 ０．９０３７４　 ０．９１３６６　 ０．９０３８３　 ０．８９２９６　 ０．８９４４３　 ０．８８２１４
ｃａｓｅ４４　 ０．９１８２５　 ０．９１０９６　 ０．９０７４９　 ０．９０８４７　 ０．９０４８５　 ０．９１１３４　 ０．９００７７　 ０．８９４９４
ｃａｓｅ４５　 ０．９０８４２　 ０．９０４１４　 ０．８９７０９　 ０．８９４３３　 ０．８９７９８　 ０．８７９８１　 ０．８９３１５　 ０．８８５９９
ｃａｓｅ４６　 ０．９１１５９　 ０．９０２０３　 ０．８９４８３　 ０．８９７０５　 ０．９０４０５　 ０．８９４３３　 ０．８９５９０　 ０．８９３８１
ｃａｓｅ４７　 ０．９０６００　 ０．８９４６２　 ０．９０１０３　 ０．８８２８４　 ０．８９６５１　 ０．８９８６２　 ０．８９７４３　 ０．８８５７５
ｃａｓｅ４８　 ０．９１６４９　 ０．９１３６４　 ０．９１８０１　 ０．９１０９５　 ０．９１０７２　 ０．９０４３９　 ０．９０１４５　 ０．８９６７８
ｃａｓｅ４９　 ０．９１３９７　 ０．９０５６６　 ０．９１０３４　 ０．８９２９７　 ０．９０５１４　 ０．８９９４９　 ０．８９２８７　 ０．８９０１４
ｃａｓｅ５０　 ０．９１０００　 ０．９１８３２　 ０．８９７５０　 ０．８９８０２　 ０．８９８４０　 ０．８８９６８　 ０．８９８５９　 ０．８９０８９
ｃａｓｅ５１　 ０．９１９８６　 ０．９２４０２　 ０．９１６９０　 ０．９０５５７　 ０．９０９３０　 ０．９０２５８　 ０．９００６３　 ０．８８７８５
ｃａｓｅ５２　 ０．９１６８８　 ０．９１３０１　 ０．９０２８２　 ０．９０４６８　 ０．８９８９９　 ０．８９７２３　 ０．８９５８０　 ０．８９６４３
ｃａｓｅ５３　 ０．９２３３７　 ０．９１１６６　 ０．９０５２１　 ０．８９５０２　 ０．９０３４３　 ０．９００３３　 ０．８９９６０　 ０．８９００９
ｃａｓｅ５４　 ０．８９３３５　 ０．９０４５７　 ０．９０２５４　 ０．９０２５７　 ０．８９７０５　 ０．９０２７０　 ０．８９２００　 ０．８９５１７
ｃａｓｅ５５　 ０．９１４４９　 ０．９０３８６　 ０．９０８１５　 ０．９０５３４　 ０．９０９０９　 ０．９０４５０　 ０．８９７７９　 ０．８９５２３
ｃａｓｅ５６　 ０．９０１２２　 ０．９１７９３　 ０．９１１４７　 ０．９１１３７　 ０．８９７７４　 ０．９０８８２　 ０．８９９６２　 ０．９０００９
ｃａｓｅ５７　 ０．９１３９９　 ０．９１６３０　 ０．９００７５　 ０．８９５８０　 ０．９０２５６　 ０．８９０１７　 ０．９００２３　 ０．８９０７６
ｃａｓｅ５８　 ０．９１３３９　 ０．９１０７７　 ０．９１７０１　 ０．９０７１０　 ０．９０２３２　 ０．９０６８３　 ０．９０１７０　 ０．９００９０
ｃａｓｅ５９　 ０．９００３４　 ０．９０７６１　 ０．９０４６５　 ０．８９７２７　 ０．９０４７７　 ０．８９７２４　 ０．９０１７５　 ０．８９５６６
ｃａｓｅ６０　 ０．９１１９０　 ０．９０９４０　 ０．９１１８２　 ０．９０９５３　 ０．９１２０１　 ０．８９７５３　 ０．８９３０７　 ０．８９３９５
ｃａｓｅ６１　 ０．９１８９３　 ０．９０７５５　 ０．９１６１１　 ０．９０４２８　 ０．９１３８７　 ０．９０５７５　 ０．９０５９７　 ０．８９３９２
ｃａｓｅ６２　 ０．８９９１０　 ０．９１５１７　 ０．９０６４１　 ０．９０１５３　 ０．８９９５６　 ０．８９０９２　 ０．８９７３２　 ０．８９３５９
ｃａｓｅ６３　 ０．９０５６７　 ０．９０９４８　 ０．８９６５２　 ０．８９４３０　 ０．９００６１　 ０．９０２６１　 ０．８９９５５　 ０．８９３５３
ｃａｓｅ６４　 ０．９１３３２　 ０．９０７８１　 ０．９０１１０　 ０．９００９１　 ０．８８５６３　 ０．８９４５３　 ０．８９１０９　 ０．８９１２７
ｃａｓｅ６５　 ０．９２４２２　 ０．９１６５６　 ０．９０４９３　 ０．９１６０６　 ０．９０６６７　 ０．９０１３２　 ０．９０４５２　 ０．９１４６１
ｃａｓｅ６６　 ０．９０９７２　 ０．８９９６４　 ０．８９７３４　 ０．８９６９０　 ０．９０７３１　 ０．９０１２７　 ０．８９７０９　 ０．８９７９７
ｃａｓｅ６７　 ０．９１８３８　 ０．９０２４９　 ０．９０１３７　 ０．８９９０５　 ０．８９８６０　 ０．８９４２４　 ０．８８６４９　 ０．８８４５３
ｃａｓｅ６８　 ０．９２８４６　 ０．９０５９２　 ０．９１２４３　 ０．９０５１１　 ０．９０９１１　 ０．９０３５９　 ０．９０２１６　 ０．９０１３２
ｃａｓｅ６９　 ０．９０３５７　 ０．８９７７３　 ０．８９９０７　 ０．８９４２４　 ０．９０３３９　 ０．８９０１２　 ０．８９１５８　 ０．８８３１４
ｃａｓｅ７０　 ０．９０９８２　 ０．９０３８２　 ０．８９３２５　 ０．８９８２１　 ０．９０８１６　 ０．９０２８９　 ０．８９３９７　 ０．８９２５３
ｃａｓｅ７１　 ０．９０８３８　 ０．９２１２５　 ０．９２１０９　 ０．９１４６６　 ０．９１１３３　 ０．９０６１８　 ０．９０５０９　 ０．８９５８７
ｃａｓｅ７２　 ０．９０８５８　 ０．９０４０９　 ０．９０３０５　 ０．９０５９４　 ０．９０３６０　 ０．９０５８３　 ０．８９２６３　 ０．８９０４１
ｃａｓｅ７３　 ０．９０７９９　 ０．９１２１３　 ０．９０４１６　 ０．９００９７　 ０．９０９２４　 ０．８９８６８　 ０．８９９２５　 ０．８８８７１
ｃａｓｅ７４　 ０．９１３３２　 ０．８９９５７　 ０．８９８６７　 ０．９００２７　 ０．９０３５６　 ０．８９６７７　 ０．８８９６６　 ０．８９２８４
ｃａｓｅ７５　 ０．８９６６２　 ０．９０４１０　 ０．９０５００　 ０．９１７１５　 ０．９００２０　 ０．８９８３１　 ０．８９４６３　 ０．８８９６５
ｃａｓｅ７６　 ０．９１０２３　 ０．９０７１９　 ０．９０３５３　 ０．９００７１　 ０．９１１５５　 ０．８９９９６　 ０．８９０６０　 ０．８８５１１
ｃａｓｅ７７　 ０．９１５３９　 ０．９０８３１　 ０．９１５７０　 ０．８９７６５　 ０．８９７９４　 ０．９０１８４　 ０．８８９６１　 ０．８９４２１
ｃａｓｅ７８　 ０．９１５８８　 ０．９１１２２　 ０．９１３１９　 ０．９０６２５　 ０．８９３９９　 ０．８９５０９　 ０．８９０７４　 ０．８８５４２

９３５１８期 刘　胜等：求解三维装箱问题的启发式正交二叉树搜索算法



（续 表）

ｃａｓｅ
填充率

ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５
ｃａｓｅ７９　 ０．８９５２１　 ０．８９４８５　 ０．８９１６１　 ０．８９７９７　 ０．８９９０２　 ０．８９１８５　 ０．８９６３６　 ０．８９５２３
ｃａｓｅ８０　 ０．９１２２５　 ０．９０６０８　 ０．９１０３０　 ０．９０６２７　 ０．９０３８０　 ０．８９８３５　 ０．９００３１　 ０．８９７５９
ｃａｓｅ８１　 ０．８９２８７　 ０．８８９６７　 ０．８９８６０　 ０．８８７５８　 ０．８８５０９　 ０．８８５０１　 ０．８８４００　 ０．８７５４６
ｃａｓｅ８２　 ０．９００２４　 ０．８９６５６　 ０．９０２９３　 ０．８９９５２　 ０．８８４２３　 ０．８８４２９　 ０．８８７３８　 ０．８９３７４
ｃａｓｅ８３　 ０．９２１９８　 ０．９１７４９　 ０．９０９３７　 ０．９０９９７　 ０．９００１６　 ０．８９７４０　 ０．８９８２４　 ０．８９９０８
ｃａｓｅ８４　 ０．９１０５１　 ０．９０９２８　 ０．９０６９６　 ０．９０６１３　 ０．８９２５１　 ０．８９５６４　 ０．８８９５８　 ０．８８８４６
ｃａｓｅ８５　 ０．９１４０３　 ０．８９８９７　 ０．９０８５３　 ０．９１４２８　 ０．９０６１８　 ０．９０１６０　 ０．９００５３　 ０．８９４０８
ｃａｓｅ８６　 ０．９２０１８　 ０．９１６５０　 ０．９０６４０　 ０．９００３７　 ０．９００７９　 ０．８９８７８　 ０．９０７５３　 ０．８９１３５
ｃａｓｅ８７　 ０．９２９５５　 ０．９１７０７　 ０．９１７３２　 ０．９０９８４　 ０．９１５９６　 ０．９１２１３　 ０．９０２８５　 ０．９０３０５
ｃａｓｅ８８　 ０．９０９５６　 ０．９１０９６　 ０．９０１５１　 ０．９０３７４　 ０．８９０７４　 ０．８９７８１　 ０．８８９０６　 ０．８８８８６
ｃａｓｅ８９　 ０．９０９６６　 ０．９１０２８　 ０．９０４７１　 ０．９１２７６　 ０．９１０１２　 ０．９０２９１　 ０．８９９３２　 ０．８９７１１
ｃａｓｅ９０　 ０．９０３５２　 ０．９１０２５　 ０．８９９３４　 ０．９００２９　 ０．８９８７５　 ０．９００４３　 ０．８９５３２　 ０．８９５３２
ｃａｓｅ９１　 ０．９０９７０　 ０．９０９７３　 ０．９００４９　 ０．８９３９６　 ０．８９７７１　 ０．８９６７０　 ０．８９１５９　 ０．８９２７８
ｃａｓｅ９２　 ０．９０７９０　 ０．９０９０５　 ０．９０７９９　 ０．９０８４３　 ０．９１０７５　 ０．８９９９９　 ０．８９８２０　 ０．９０１０９
ｃａｓｅ９３　 ０．９１０２０　 ０．９１８５６　 ０．９１９４８　 ０．９１１９３　 ０．９０７４０　 ０．８９４５９　 ０．８９５５９　 ０．８９６９０
ｃａｓｅ９４　 ０．９２８９３　 ０．９１９５１　 ０．９１５５４　 ０．９１５４６　 ０．９１１１８　 ０．９０５９８　 ０．９０３６９　 ０．９０２４０
ｃａｓｅ９５　 ０．９１５１１　 ０．９０６５２　 ０．８９７９９　 ０．８９６６２　 ０．８９０４７　 ０．８９６０５　 ０．８９５９０　 ０．８９７８３
ｃａｓｅ９６　 ０．９１２３４　 ０．９０９１８　 ０．８９９４４　 ０．８９４１２　 ０．８９２５３　 ０．８９４７７　 ０．８９６３０　 ０．８８４１６
ｃａｓｅ９７　 ０．９１０３５　 ０．８９７３３　 ０．９００８７　 ０．９００９８　 ０．８９４１２　 ０．８９７７４　 ０．８９８４５　 ０．８９１７３
ｃａｓｅ９８　 ０．９２０３８　 ０．９１３８９　 ０．９０９７０　 ０．９０７２９　 ０．９０３３９　 ０．８９６７１　 ０．８９２３８　 ０．８９２９３
ｃａｓｅ９９　 ０．９１４１０　 ０．８９７２５　 ０．８９５３２　 ０．８８７３９　 ０．８９１５７　 ０．８８９５６　 ０．８７８９５　 ０．８９１７９
ｃａｓｅ１００　 ０．９１５０６　 ０．９１１７１　 ０．９１１３０　 ０．９０７７９　 ０．９０１１１　 ０．８９９７６　 ０．９０５３４　 ０．８９２２３

　　表４列出了前述算法与本文算法 ＨＯＢＴＳ的计
算结果，表中所有的数据表示每个算法针对一类实例
所得到的平均填充率（％）．ＨＯＢＴＳ算法的计算结果
是在同时满足Ｃ１、Ｃ２和Ｃ３约束的条件下得出的．
从表４可以看出，在同时满足Ｃ１、Ｃ２和Ｃ３约束

的前提下，在箱子种类数在９０种以上时，填充率超过
了目前已知的所有算法．其中箱子种类数为９０时，超
过目前最好的 ＭＬＨＳ算法０．２７％．当箱子种类数为

１００时，比目前最好的 ＭＬＨＳ算法提高了０．８４％．当
箱子种类数为６０时，超过ＣＬＴＲＳ算法０．１７％；当
箱子种类数为７０时，超过ＣＬＴＲＳ算法０．６３％；当
箱子种类数为８０时，超过ＣＬＴＲＳ算法０．８７％；当
箱子种类数为９０时，超过ＣＬＴＲＳ算法１．３５％；当
箱子种类数为１００时，超过ＣＬＴＲＳ算法１．８１％．从

ＨＯＢＴＳ算法对于ＢＲ８～ＢＲ１５的装箱率趋势来看，
箱子种类数越多，越能体现 ＨＯＢＴＳ算法的优势．

表４　各种算法对ＢＲ８～ＢＲ１５的填充率比较

算法 约束
填充率（％）

ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５
Ｈ＿ＢＲ［９］ Ｃ１＆Ｃ２　 ８０．１０　 ７８．０３　 ７６．５３　 ７５．０８　 ７４．３７　 ７３．５６　 ７３．３７　 ７３．３８
ＧＡ＿ＧＢ［１０］ Ｃ１＆Ｃ２　 ８７．５２　 ８６．４６　 ８５．５３　 ８４．８２　 ８４．２５　 ８３．６７　 ８２．９９　 ８２．４７
ＴＳ＿ＢＧ［１１］ Ｃ１＆Ｃ２　 ８７．１１　 ８５．７６　 ８４．７３　 ８３．５５　 ８２．７９　 ８２．２９　 ８１．３３　 ８０．８５
ＧＲＡＳＰ［１５］ Ｃ１　 ９０．２６　 ８９．５０　 ８８．７３　 ８７．８７　 ８７．１８　 ８６．７０　 ８５．８１　 ８５．４８

ｍａｘｉｍａｌ－ｓｐａｃｅ［１６］ Ｃ１　 ９１．０２　 ９０．４６　 ８９．８７　 ８９．３６　 ８９．０３　 ８８．５６　 ８８．４６　 ８８．３６
ＨＳＡ［２６］ Ｃ１＆Ｃ２　 ９０．５６　 ８９．７０　 ８９．０６　 ８８．１８　 ８７．７３　 ８６．９７　 ８６．１６　 ８５．４４
Ａ２［２７］ Ｃ１　 ８８．４１　 ８８．１４　 ８７．９０　 ８７．８８　 ８７．９２　 ８７．９２　 ８７．８２　 ８７．７３
ＶＮＳ［１７］ Ｃ１　 ９２．７８　 ９２．１９　 ９１．９２　 ９１．４６　 ９１．２０　 ９１．１１　 ９０．６４　 ９０．３８

ＣＬＴＲＳ［１８］
Ｃ１　 ９３．７０　 ９３．４４　 ９３．０９　 ９２．８１　 ９２．７３　 ９２．４６　 ９２．４０　 ９２．４０

Ｃ１＆Ｃ２　 ９２．２６　 ９１．４８　 ９０．８６　 ９０．１１　 ８９．５１　 ８８．９８　 ８８．２６　 ８７．５７
ＦＤＡ［３１］ Ｃ１　 ９２．９２　 ９２．４９　 ９２．２４　 ９１．９１　 ９１．８３　 ９１．５６　 ９１．３０　 ９１．０２

ＭＬＨＳ［２８］
Ｃ１　 ９４．５４　 ９４．１４　 ９３．９５　 ９３．６１　 ９３．３８　 ９３．１４　 ９３．０６　 ９２．９０

Ｃ１＆Ｃ２　 ９３．１２　 ９２．４８　 ９１．８３　 ９１．２３　 ９０．５９　 ８９．９９　 ８９．３４　 ８８．５４
ＨＯＢＴＳ　 Ｃ１＆Ｃ２＆Ｃ３　 ９１．１８　 ９０．８４　 ９０．５９　 ９０．２８　 ９０．１４　 ８９．８５　 ８９．６１　 ８９．３８

　　表５给出了本文算法对ＢＲ８～ＢＲ１５的计算时
间，对ＢＲ８～ＢＲ１５，ＨＯＢＴＳ算法的平均运行时间
是１７５．４９ｓ，而ＣＬＴＲＳ和ＭＬＨＳ算法在考虑Ｃ１和

Ｃ２约束（比本文算法少了Ｃ３约束），ＢＲ１～ＢＲ１５的
平均计算时间分别为１９７．３３ｓ和３２０ｓ，由于ＢＲ１～

ＢＲ７箱子种类数少，计算时间比ＢＲ８～ＢＲ１５平均
要少，所以ＣＬＴＲＳ和ＭＬＨＳ算法对于ＢＲ８～ＢＲ１５
的平均运算时间比ＢＲ１～ＢＲ１５的还要多，因此本
文算法在计算时间上有优势的．
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表５　本文算法对ＢＲ８～ＢＲ１５的计算时间
算例 平均计算时间／ｓ 算例 平均计算时间／ｓ
ＢＲ８　 ８３．６２ ＢＲ１２　 １９２．８１
ＢＲ９　 １０４．７８ ＢＲ１３　 ２２４．８８
ＢＲ１０　 １３４．１６ ＢＲ１４　 ２３７．３７
ＢＲ１１　 １５７．５５ ＢＲ１５　 ２６８．７２
平均值 １７５．４９

４．２　算法的复杂性分析
以最极端情况下的装箱实例为例说明算法的复

杂性．在最极端情况下，任意两个箱子的尺寸都不相
同，每个箱子的长宽高都不相同，且可以正放，侧放
和仰放．在分析之前先作如表６定义（之前的符号定
义在接下来的部分中被自动忽略）．

表６　复杂性分析变量定义
变量名称 变量含义

ｂ＿ｎ 箱子数量

ｂ＿ｌｗｈ 所有箱子尺寸的平均值

ｃ＿ｌｗ 容器长和宽的平均值

ｃ＿ｈ 容器高度

ｔｒｅｅ＿ｌａｙｅｒ＿ｎ　 ＨＯＢＴＳ算法的二叉树的层数
ｔｒｅｅ＿ｎｏｄｅ＿ｎ　 ＨＯＢＴＳ算法二叉树的节点数

ｇｌ＿ｎ 所有装箱方案中优层的平均数目

ｇｌ＿ｃｏｍ＿ｎ　 ＨＯＢＴＳ求解一个问题时总共求解优层数
ＨＯＢＴＳ＿Ｔ　 ＨＯＢＴＳ求解一个问题的总计算时间
ｆｒ＿ｇａｔｅ＿ｎ 使用的ｆｒ＿ｇａｔｅ值的数量
ｇｌ＿ｔ 生成一个优层的平均计算时间

ｄｐ＿ｇｌ＿ｔ 用动态规划生成一个优层的平均计算时间

ｄｐ＿ｇｓ＿ｔ 用动态规划生成一个优条的平均计算时间

ｄｐ＿ｕ 动态规划每迭代一步的平均计算时间

则有ｇｌ＿ｎ≈ｃ＿ｌｗ／ｂ＿ｌｗｈ和ｔｒｅｅ＿ｌａｙｅｒ＿ｎ＝ｇｌ＿ｎ＋１．
所以ｔｒｅｅ＿ｌａｙｅｒ＿ｎ≈ｃ＿ｌｗ／ｂ＿ｌｗｈ＋１．又对于二叉
树，有ｔｒｅｅ＿ｎｏｄｅ＿ｎ≈２ｔｒｅｅ＿ｌａｙｅｒ＿ｎ－１，所以ｔｒｅｅ＿ｎｏｄｅ＿ｎ≈
２ｃ＿ｌｗ／ｂ＿ｌｗｈ＋１－１，由于二叉树上除了根节点外，每一个节
点生成一个新优层，所以ｇｌ＿ｃｏｍ＿ｎ＝ｔｒｅｅ＿ｎｏｄｅ＿ｎ－１，
所以

ｇｌ＿ｃｏｍ＿ｎ≈２ｃ＿ｌｗ／ｂ＿ｌｗｈ＋１－２ （１３）

　　而算法的时间主要花费在生成优层上．易得每
生成一个优层前，平均剩余箱子数为ｂ＿ｎ／２，
又每生成一个优层，需要生成一组优条，又每个

优条平均包含ｃ＿ｈ／ｂ＿ｌｗｈ个箱子，所以这组优条平
均包含 ｂ＿ｎ×ｂ＿（ ）ｌｗｈ／２×ｃ＿（ ）ｈ 个优条．为了从优
条生成优层，平均需要求解背包运算次数即为优条数
目的两倍（以每个优条的长和宽为厚度生成优层）：

ｂ＿ｎ×ｂ＿（ ）ｌｗｈ／ｃ＿ｈ （１４）

　　每个动态规划方法求解优层背包问题的计算
时间：

ｄｐ＿ｇｌ＿ｔ＝
ｃ＿ｌｗ× ｂ＿ｎ×ｂ＿（ ）ｌｗｈ

２×ｃ＿ｈ
×ｄｐ＿ｕ

（１５）

　　对于特定优层，每生成一个优条前，平均剩余箱子
数为优层平均剩余箱子数的一半，即ｂ＿ｎ／４，则可以得
到为了从箱子生成优条而调用的背包运算次数为

ｂ＿ｎ×５／４ （１６）
其中算法３（ａ）调用ｂ＿ｎ×３／４次，算法３（ｂ）调用ｂ＿ｎ×
２／４次．
每个动态规划方法求解优条背包问题的计算

时间：

ｄｐ＿ｇｓ＿ｔ＝ｃ＿ｈ×
ｂ＿ｎ
４
×ｄｐ＿ｕ （１７）

　　依据式（１４）～（１７）可得

ｇｌ＿ｔ＝
ｂ＿ｎ２×ｂ＿ｌｗｈ２×ｃ＿ｌｗ

２×ｃ＿ｈ（ ２ ＋

５×ｃ＿ｈ×ｂ＿ｎ２）１６
×ｄｐ＿ｕ （１８）

　　依据式（１３）和（１８），ＨＯＢＴＳ总共求解一维背
包问题耗费时间：

ＨＯＢＴＳ＿Ｔ≈ｆｒ＿ｇａｔｅ＿ｎ×ｇｌ＿ｃｏｍ＿ｎ×ｇｌ＿ｔ
≈ｆｒ＿ｇａｔｅ＿ｎ×ｂ＿ｎ２× ２ｃ＿ｌｗ／ｂ＿ｌｗｈ（ ）－１ ×
ｂ＿ｌｗｈ２×ｃ＿ｌｗ

ｃ＿ｈ２
＋
５×ｃ＿ｈ（ ）８

×ｄｐ＿ｕ

（１９）

　　所以本文算法的时间复杂度表示为

Ｔ　ｂ＿（ ）ｎ ＝Ｏ　ｂ＿ｎ（ ）２ （２０）

　　我们只在张德富等人［３０］的文献中找到对算法
的时间复杂度的分析，该文算法的时间复杂度为

Ｏ（ｂ＿ｎ３），说明了本文算法的时间复杂度是有竞争
力的．
算法运行过程中，始终只保留一个最优装箱方

案，算法２是递归算法，其嵌套深度约等于ｃ＿ｌｗ／

ｂ＿ｌｗｈ，该值通常为个位数，算法运行过程中占用的
存储空间不大，现今的普通计算机内存完全可以
胜任．
以上分析没有考虑算法７对整个算法的加速作

用，实际计算过程中，调用算法７比不调用算法７快
数倍以上．
４．３　算法的收敛性分析

ＨＯＢＴＳ算法的流程主要表现为算法２的递归
调用，每一次递归调用之后，容器中增加一个优层，
容器中箱子的体积和增加，容器填充率向填充上限
（１００％）靠近，递归调用次数严格小于容器长宽的较
大值与所有箱子尺寸最小值的比值．在算法的实现
函数中，优层数量作为自变量是离散的并且有限的，
填充率作为函数值是递增的并且有上限，所以本文
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算法是收敛的．
４．４　算法的可行性和稳定性

ＢＲ８～ＢＲ１５的运行结果说明了本文算法是可
行的，式（１９）可以看出本文算法的计算时间与箱子
数目的平方成线性关系，与ｆｒ＿ｇａｔｅ＿ｎ成线性关系，
与容器长宽尺寸对箱子平均尺寸的比值成指数关

系．当箱子平均尺寸变化不大时，算法是比较稳定
的．当箱子平均尺寸剧烈变小时，计算时间剧烈增
加，因此还需要进一步提高算法的稳定性来应对箱
子尺寸变小的情况．

５　结束语

三维装箱问题是经典且实用的问题，在众多学
者的耕耘下，填充率不断接近极限最优，要提高越来
越困难．本文提出了三维装箱问题的启发式二叉树
搜索算法，首先将所有箱子组合成多个优条，通过沿
容器长度边和宽度边增加一层优条来得到每个节点

的左右子节点．二叉树一直扩展，直至所有叶子节点
都摆不下任意剩余的箱子为止．最后从所有叶子节
点中选择填充率最高的装填方案作为最终的计算结

果．ＨＯＢＴＳ算法首次可以同时满足Ｃ１、Ｃ２和Ｃ３
三大约束．在箱子种类数小于９０时，平均填充率略
低于 ＭＬＨＳ算法，在箱子种类数小于６０时，平均填
充率略低于ＣＬＴＲＳ算法，但是在箱子种类数超过

９０时，ＨＯＢＴＳ算法最优，通过增加ｆｒ＿ｇａｔｅ值的密
集度，填充率还可以提升．另外 ＨＯＢＴＳ算法也存在
需要改进的地方，当箱子种类数较少时，ＨＯＢＴＳ算
法的装箱率相对于现有算法不具有优势；另外二叉
树搜索深度取决于摆放的优层数，当箱子体积相对
于容器容积越小时，优层数就越多，二叉树搜索深度
就越深，计算时间就越长．
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