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摘    要   研究一类分布式优化问题, 其目标是在满足耦合不等式约束和局部可行集约束的情况下使非光滑全局代价函数

值最小. 首先, 对原有的分布式连续时间投影算法进行拓展, 结合线性代数理论分析, 设计一个适用于强连通加权平衡有向

通信网络拓扑图的算法. 其次, 在局部代价函数和耦合不等式约束函数是非光滑凸函数的假设条件下, 利用 Moreau-
Yosida函数正则化使目标函数和约束函数近似光滑可微. 然后, 根据强连通加权平衡有向图的分布式连续时间投影算法构

造李雅普诺夫函数, 证明该算法下的平衡解是分布式优化问题最优解, 并对算法进行收敛性分析. 最后, 通过数值仿真验证

算法的有效性.
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在多智能体网络中, 分布式优化是决策和数据

处理的重要研究方向, 近年来得到广泛研究[1−3]. 每
个智能体都有一个局部目标函数, 通过各智能体与

其邻居进行信息交互, 共同协作实现由局部目标函

数之和构成的全局目标函数最小. 随着近年来互联

网、大数据等新兴技术的发展, 资源分配在网络系

统中得到广泛的应用, 如电力系统中的经济调度、

机器人研究、智能交通、能源制造、无线网络利用率

最大化等[4−8], 使系统具有更高的功能效率、稳定性、

安全性和可靠性.
分布式优化是通过各智能体间协调合作来实现

优化任务, 每个智能体只能访问自己的局部目标函

数和局部约束集, 与优化问题相关信息分别存储在

各智能体中, 这充分保证了信息的隐私安全 [2]. 其
次, 各智能体与其邻居节点进行信息交换即可, 不
必将数据信息传递到中心节点, 更加节约了通信成

本, 也避免了集中式算法会引入的通信单点故障和

传感器故障等, 极大地提高了系统的鲁棒性, 也避

免了对于处理大规模的复杂优化问题时, 集中式算
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法会由于智能体之间的通信、计算等限制变得低效[9].
大多数的分布式算法是基于无向通信网络实现

的, 如文献 [10]提出的分布式精确收敛的一阶算法

是通过前两次迭代的状态和梯度信息来更新节点的

状态. 分布式不精确梯度方法和梯度跟踪算法中每

个节点采用相同的步长, 变量的更新规则中并未用

到动态一致性算法, 最终跟踪的梯度不是全局平均

梯度. 之后有研究提出在无向图网络下, 改进分布

式不精确梯度方法和梯度跟踪技术, 使其在不同节

点采用不同步长, 加速优化算法[11−12].
而许多实际问题中的通信网络往往是有向的,

如无线电传感器网络、手机通讯网络等[13]. 有向图

中算法收敛是一项具有挑战性的工作, 如文献 [12]
中所提算法只适用于无向网络, 在有向网络下其算

法不具备收敛性. 文献 [14]考虑在强连通加权平衡

有向图上智能体的资源分配问题. 当局部目标函数

强凸时, 其满足等式路径约束和局部凸集的约束条

件下, 分布式连续时间投影算法的输出状态可渐近

收敛到资源配置问题的最优解. 对局部凸集约束条

件进行松弛并提出可以在强连通加权不平衡有向图

上的自适应连续时间梯度算法, 其中局部目标函数

及其梯度分别满足强凸性和 Lipachitz条件, 并证

明其指数收敛到问题的最优解. 文献 [15]结合 Push-
Sum算法的核心思想, 提出满足一致强连通时变有

向图网络下有效收敛的 Subgradient-Push算法. 假
设每个节点知道其对应的出度信息, 在次梯度有界

的标准假设下使每个节点收敛并且都能找到最优值.
在实际应用中, 当系统对实时优化有较高要求

时, 通常会考虑有向网络下的分布式连续时间算法,
其对系统的稳定性及灵活性的高要求可以用来解决

资源分配问题[16−19]. 文献 [20−21]中提出的分布式投

影算法分别用于解决无向图和加权平衡有向图的资

源分配问题. 文献 [20]在满足线性等式约束和局部

可行集约束的前提下, 基于差分投影提出的连续时

间算法, 可以不通过初始化对无向网络下的各智能

体进行决策分配. 文献 [21]考虑了满足局部可行集

约束的非光滑代价函数在强连通加权平衡有向网络

下的分布式资源分配问题. 利用微分包含和 LaS-
alle集值不变性原理, 证明了解的唯一性和算法的

收敛性. 但文献 [20−21]所提的连续时间算法对于

分布式资源分配仍存在一定的局限性. 文献 [20]的
算法对加权平衡有向图的有效性仍需探索; 文献 [21]
中算法在运行前需计算智能体在切锥上的投影, 增
加了各智能体之间的交互和计算时间.

分布式优化问题中最简单的情况是无约束优

化[22−23]. 如文献 [22]通过构造李雅普诺夫函数并进

行稳定性分析, 使提出的连续时间分布式算法能够

指数收敛到全局最小值. 在无向网络下的分布式连

续时间非光滑凸优化问题中[24], 只考虑局部可行集

约束, 通过算法在切锥上的投影, 使其在满足局部

可行集的约束条件下使算法收敛. 此外, 文献 [25]
中提出了一种分布式连续时间多智能体系统, 使目

标函数在满足不等式路径约束、等式路径约束和局

部可行集的约束下算法收敛, 找到全局目标函数的

最小值. 上述研究中大多没有考虑耦合约束, 然而

耦合路径约束出现在许多实际应用中, 具有重大研

究价值.
具有耦合约束的分布式优化, 其中各个智能体

的决策变量的可行域会受到其他智能体的影响. 然
而在实际应用中, 网络拓扑图中没有中心点时, 耦
合约束并不能够满足对各个智能体的资源分配[26].
在文献 [26]中考虑具有耦合的非线性约束, 提出一

个改进的拉格朗日函数, 引入局部乘子来解耦约束,
并使用非光滑罚函数保证算法的正确性, 使其鞍点

不仅能得到优化问题的最优解, 其原对偶次梯度的

算法也是完全分布的. 文献 [27]研究解决不等式约

束的优化问题, 通过 Caratheodory意义上原始对

偶动力学的解的存在的唯一性和连续性, 建立在原

始对偶动力学下全局渐近收敛的分布式算法.
本文基于文献 [28]中提出的分布式连续时间

投影算法进行延展, 通过投影的定义及性质, 结合

线性代数理论分析, 找到了证明算法的平衡解为分

布式优化问题最优解的充分必要条件, 并且可以适

用于强连通加权平衡有向通信网络拓扑图. 在满足

耦合不等式约束和局部可行集约束的情况下使非光

滑全局目标函数最小, 找到分布式优化问题的最优

解. 大多数分布式优化问题考虑的是无约束、等式

约束或不等式约束[23−25, 29−31], 与文献 [24]中的局部

可行集约束相比, 我们考虑的耦合不等式路径约束

更具有通用性, 难度更高且计算更复杂, 适用范围

更广. 本文研究了分布式优化在强连通有向通信拓

扑图下的连续时间投影算法, 和文献 [12]中无向网

络下的离散时间系统相比, 可以实现实时优化, 稳
定性更高. 本文通过Moreau-Yosida正则化近似函

数解决非光滑目标函数最优问题, 比文献 [24]和文

献 [26]中提出的方法更易于实现. 结合文献 [28]中
所提算法找到在强连通加权平衡网络下, 满足耦合

不等式路径约束和局部可行集约束的最优解.
本文结构安排如下. 第 1节介绍本文考虑的分

布式优化问题和预备知识; 第 2节提出应用在强连

通有向图的分布式连续时间投影算法, 并分析证明

算法的平衡解为优化问题最优解的充分必要条件;
第 3节通过数值实验验证理论结果; 第 4节总结本

文的主要结论和未来研究方向.
R Rm Rmn

m m× n Im m

符号说明:   表示实数集,   和  分别表

示  维列向量集和  矩阵空间.   是  维单
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0m m 1m
m ∥ · ∥

TS(x) x S Ni = {j : (j, i) ∈ E}
i A range(A)

A ker(A) A λmax(A)

A A⊗B A B

A ≥ 0 A > 0 A

A ∈ Rmm dini i

douti i

位方阵.   是一组元素为 0的  维列向量,   是

一组元素为 1的  维列向量.   是欧几里德范数.
 是  在集合  上的切锥.  

是节点  的邻居集合. 给定一个矩阵 ,   表

示矩阵   的像,    表示矩阵   的核.   
表示矩阵  的最大特征值.   表示矩阵  和 

之间的 Kronecker积. 矩阵   (  ) 时,  
为半正定 (正定)矩阵,  .   是智能体  的

入度,   是智能体  的出度. 

1    问题描述与预备知识
 

1.1    问题描述

考虑如下分布式优化问题[14]

min f(x) =
M∑
i=1

fi(xi)

s.t. g(x) =

M∑
i=1

gi(xi) ≤ 0

xi ∈ X0, i ∈ I (1)

M xi ∈ Rm

Xi ∈ Rm

i ∈ I = {1, · · · , M}
xi ∈ X0 =

∩M
i=1 Xi ∈ Rm X0

fi(xi) : Rm → R gi(xi) :

Rm → Rn

fi gi x = col(x1, x2, · · · , xM )

通信网络是由  个智能体组成,   是全

局决策变量,    是各智能体的局部可行集,
每个智能体  对应一个局部决策

变量  , 其中,    是各智能

体局部可行集的交集. 其对应的局部目标函数和局

部耦合不等式约束分别是  和 

, 各智能体只能访问自己的局部目标函数

 和不等式约束 , 其中,    .
通过分布式连续时间投影算法让各智能体与邻居节

点信息交互协同合作, 在满足耦合不等式约束和局

部可行集约束下, 使各智能体状态收敛到全局最优

解, 全局目标函数值最小.
本文对目标函数、耦合不等式约束和拓扑图等

作出以下假设.
fi gi Xi

Xi ∀i ∈ I
假设 1.   和  是局部可行集  上的非光滑凸

函数, 其中  是闭凸集且 .
G假设 2. 考虑的信息交换图  是强连通加权平

衡有向图.
假设 3. 问题 (1) 至少存在一个有界的解.

g

∂g(x) x ∂g(x) = {s ∈ Rn : g(y) ≥
g(x) + sT(x− x0)}, ∀x ∈ Rm s

注 1. 若局部 Lipschitz 函数   是凸函数, 则
 在  处的次微分满足:  

,   称为次梯度.
注 2. 在假设 1的条件下, 函数非光滑是指目标

函数和约束函数均为非连续可微函数. 我们通过

Moreau-Yosida近似函数, 使非光滑函数转化为连

续可微函数[28], 即

fγ(x) = inf
y∈RmM

{
f(y) +

1

2γ
∥x− y∥2

}
gγ(x) = inf

y∈RmM

{
g(y) +

1

2γ
∥x− y∥2

}
γ > 0 fγ(x) gγ(x)

f(x) g(x)

fγ(x) gγ(x)

supγ>0fγ(x) =

limγ→0fγ(x) = f(x) supγ>0gγ(x) = limγ→0gγ(x) =

g(x) f(x) g(x)

y fγ(x) = miny∈RmM {f(y) + 1
2γ ∥x−

y∥2} y f x

其中,  , 函数 ,   分别是非光滑凸函数

,   的Moreau-Yosida近似函数. 根据文献 [28]
和文献 [32]可知, 近似后的函数 ,   为连

续可微的凸函数, 并且满足关系式  

,    

. 值得注意的是 ,   ,    是凸函数 , 那么

存在唯一的   使   

, 其中  称为  在  处的近似算子. 

1.2    预备知识

M

G(V, E , A) V = {1, 2, · · · ,
M} E ⊂ V × V A =

(aij) ∈ RMM G (i, j) ∈ E i ̸= j

j i aij > 0

(i, j) /∈ E aij = 0

D G
i dini =

∑M
j=1 aij douti =∑M

j=1 aji L = (li, j) ∈ RMM

L = Din −A Din = diag
{
din1 , d

in
2 , · · · , dinM

}
lii =

∑M
j=1 aij i ̸= j lij = −aij dini =

douti 1TML = 0TM G

本节首先介绍图论的基本知识[2, 14]. 包含  个

智能体的有向图为 , 其中,  
 是各节点的集合,   是边的集合.  

   是  的邻接矩阵, 当   (  )
时, 表示节点  可以传递信息给节点 ,  ; 当

  ,  . 任意的智能体之间均存在有向

路径时, 称其为强连通有向图.   是  的度矩阵, 智能

体   的入度和出度分别表示为:  ,  

.   是有向图的拉普拉斯矩

阵,  ,  . 其

中 ; 对于  时, 有 . 当 

 时, 即  时, 有向图  是加权平衡图.
PS(·) PS(u) u S

PS(u) = argminy∈S∥u− y∥ S ⊂ Rm

S

∀u ⊂ Rm, ∀y ∈ S

定义 1.    是投影算子,    是   在   上

的投影 ,    ,  其中  

是闭凸集. 由文献 [24]可得当  是闭凸集时, 对于

 时, 有如下性质:

(u− PS(u))
T(y − PS(u)) ≤ 0 (2)

NS(x) x S定义 2.   是  在集合  上的法锥[28]

NS(x) = {y ∈ Rm : yTd ≤ 0, ∀d ∈ TS(x)} (3)

S其中, 在集合  上的法锥满足如下性质:

NS(x) = {z ∈ Rm : PS(x+ z) = x} (4)

F : X0 → Rm

ẋ ∈ F (x), x(0) = x0 f(x) x ∈ X0

定义 3. 对于集值函数  有微分包

含式 . 则函数  在点 

的李导数定义为[28]

L̃F f(x) = d(f(x))TF (x) (5)

d(f(x)) f(x) d(f(x)) =
∂f(x)
∂x

其中,   是对  的微分, 可以写成 

.

x∗

x∗ ∈ X0 ⊂ Rm µ∗ ∈ Rm
+

引理 1[28]. 在本文的假设条件下,   是问题 (1)
的最优解, 当且仅当 ,   满足
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i ∈ I如下条件, 其中 .

0 ∈ ∂fi(x
∗) + ∂gi(x

∗)µ∗ +NXi
(x∗) (6)

M∑
k=1

gk(x
∗) ∈ N+(µ

∗) (7)

(L⊗ Im)x = 0 x =

col(x1, x2, · · · , xM )

µ∗ ∈ Rm
+ y = col(y1, · · · ,

yM ) ∈ RmM i ∈ I y =

col(y1, · · · , yM )

证明. 由问题 (1) 可得出  ,   
. 在本文的假设条件下, 根据文献

[33]可知, 当优化问题中含有不等式约束时, 当且仅

当   满足式 (8) ~ (10) 时,   
 是问题 (1) 的最优解 ,    .  将  

 代入, 可得

0 ∈ ∂

(
M∑
i=1

fi(yi)

)
+ ∂

(
M∑
i=1

gi(yi)

)
µ∗ +NX(y)

(8)⟨
µ∗,

M∑
i=1

gi(yi)

⟩
= 0, µ∗ ≥ 0 (9)

(L⊗ Im)y = 0 (10)

NX(y) = col(NX(y1), · · · , NX(yM ))

yi = yj i, j ∈ I
yi = x∗ x∗ ∈ Rm ∀i ∈ I

其中 ,   . 根据式

(10) 中的等式关系可得,  , 其中,  . 因
此一定存在  ,  其中  ,    .  则式

(8) 可以写为

0 ∈
M∑
i=1

∂fi(x
∗) +

M∑
i=1

∂gi(x
∗)µ∗ +NXi

(x∗)

等价于引理 1中的式 (6).
µ∗T∑M

i=1 gi(x
∗) ≤ 0

P+(µ
∗ +

∑M
k=1 gk(x

∗)) = µ∗∑M
k=1 gk(x

∗) ∈ N+(µ
∗) .

由式 (9) 可知,  , 根据法锥

的定义及性质可得:  , 进

而得出    □
 

2    分布式连续时间投影算法
 

2.1    算法设计

f(x) g(x)

针对问题 (1), 提出如下分布式投影算法. 将非

光滑目标函数  和  代入 Moreau-Yosida近
似函数中, 则分布式投影算法可以写为

ẋγ
i ∈ 2kP γ

Xi
− 2kxγ

i (11)

τ̇γi = c1
∑
j∈Ni

aij(x
γ
i − xγ

j ) (12)

µ̇γ
i = k(P

µγ
i

+ − µγ
i ) (13)

ṡγi = c2
∑
j∈Ni

aij(µ
γ
i − µγ

j ) (14)

k, c1, c2 > 0 xi i其中,   是增益常数,   是各智能体  的

τi ∈ Rm µi ∈ Rm
+ si ∈ Rm

i

局部决策变量,  ,  ,   是各智

能体  的变量.

P γ
Xi

= P γ
Xi

[
xγ
i − ∂fγ

i (x
γ
i )− ∂gγi P

µγ
i

+ −

∑
j∈Ni

aij(x
γ
i − xγ

j )−
∫ t

0

L(xγ
i − xγ

j )dt

]

P
µγ
i

+ = PRm
+

[
µγ
i −

∑
j∈Ni

aij(µ
γ
i − µγ

j )−

∫ t

0

L(µγ
i − µγ

j )dt+ gγi (x
γ
i )

]

对比文献 [12]中用于离散时间系统的 DIGing
算法, 第 2.1节中的算法不仅用到次梯度来保证算

法收敛到最优解, 并且增加积分反馈项来校正由于

局部梯度引起的误差, 最终满足算法在连续时间系

统中的强连通加权平衡有向图的收敛.
f(x) g(x)

fγ(x) gγ(x)

xγ = x τγ = τ µγ = µ sγ = s P γ =

P x = (x1, · · · , xM )T τ = (τ1, · · · , τM )T µ =

(µ1, · · · , µM )T s = (s1, · · · , sM )T Pµ
+ = (Pµ1

+ , · · · ,
PµM

+ )T G(x) = (g1(x1), · · · , gM (xM ))T

非光滑凸函数 ,   通过Moreau-Yosida
近似函数转化为光滑凸函数 ,  . 由于篇幅

有限 ,  令  ,    ,    ,    ,    

. 定义 ,  ,  
,   ,   

,    .  简化后算

法可以写为

ẋ = 2kPX − 2kx (15)

τ̇ = c1(L⊗ In)x (16)

µ̇ = k(Pµ
+ − µ) (17)

ṡ = c2(L⊗ Im)µ (18)

PX = PX [x− ∂f(x)− ∂G(x)Pµ
+ − (L⊗ In)τ−

(L⊗ In)x] Pµ
+ = PRm

+
[µ− (L⊗ Im)(µ+ s) +G(x)]

其中,  
,  .

f

xi(0) ∈ Xi

xi Xi

引理 2[28]. 当目标函数  局部有界, 并且解的集

合为非空凸集时, 对于任意初始点 , 则每

个智能体  始终在其局部可行集  内. 

2.2    主要结果

col(x∗, τ∗, µ∗, s∗)

假设分布式优化算法 (15) ~ (18) 一致收敛的

平衡解为  , 在强连通加权平衡有

向通信网络下, 证明其平衡解为优化问题 (1) 的最

优解需满足的充要条件.

col(x∗, τ∗, µ∗, s∗)

x∗ ∈ Rm

定理 1. 在假设 1 ~ 3 成立的条件下, 满足式

(19) 和式 (20) 时 , 算法 (15) ~ (18) 的平衡解

   是优化问题取得最优解的充分必

要条件, 并且  是问题 (1) 的最优解.

1 期 刘奕葶等: 基于有向图的分布式连续时间非光滑耦合约束凸优化分析 69



0mM ∈ PX(x∗){−∂f(x∗)−
∂g(x∗)µ∗ − Lτ∗} (19)

Lx∗ = 0mM (20)

x∗ ∈ Rm

−∂f(x∗)− ∂g(x∗)µ∗ − Lτ∗ ∈ NX(x∗) 0mM ∈
PX(x∗){−∂f(x∗)− ∂g(x∗)µ∗ − Lτ∗)}

证明. 1)必要性. 在假设 2中提到本文考虑的

信息交互网络是强连通加权平衡有向的. 根据定义

2中法锥的投影性质可知, 当且仅当  满足

 时 ,  有  

 成立.
x∗∈Rm µ∗∈Rm

+

0m∈∂fi(x
∗)+∂gi(x

∗) · µ∗+NXi(x
∗),

∑M
k=1 gk(x

∗) ∈
N+(µ∗) x∗ ∈ Rm

由引理 1可知, 当且仅当 ,   满足

   

 时,   是问题 (1) 的最优解. 因此

ki(x
∗) ∈ ∂fi(x

∗) + ∂gi(x
∗)µ∗ +NXi

(x∗) (21)∑M
i=1 ki(x

∗) = 0M k(x∗) = [k1(x
∗)T, k2(x

∗)T,

· · · , kM (x∗)T]T ∈ RmM (L⊗ Im)x =

0 Lx∗ = 0mM

其中,  ,  

. 并且可以得到:  
, 即 .

ker(L) range(L)

ker(L)T · · · range(L) =
0 x ∈ ker(L)

∑M
i=1 k

T
i (x

∗) · · ·
x = 0 k (x∗) ∈ range (L) τ∗ = [ (τ∗1 )

T,

(τ∗2 )
T, · · · , (τ∗M )T]T ∈ RmM τ∗i ∈ RM i ∈ IM

k(x∗) = −Lτ∗

根据线性代数理论[29] 可知,   和 

是一对正交分解, 满足关系式  
. 本文中, 对于任意的 , 有 

,    .  因此存在  

,    ,    ,  使
 成立. 代入式 (21) 得

0 ∈ ∂fγ(x
∗) + ∂gγ(x

∗)µ∗ + Lτ∗ +NX(x∗)

L

1TML = 0TM Ly∗ = 0mM

x∗ ∈ Rm

2)充分性. 在有向图为强连通加权平衡图的条

件下, 其拉普拉斯矩阵  为对称矩阵, 并且满足等

式条件  . 可以很容易得到:   .
根据本文的假设, 问题 (1) 至少存在一个有界的解

. 代入式 (19), 可得

ki(x
∗) ∈ − ∂fi(x

∗)− ∂gi(x
∗)µ∗−

n∑
j=1

aij(τ
∗
i − τ∗j )−NXi

(x∗)

τ∗ = [(τ∗1 )
T, · · · (τ∗M )T] τ∗i ∈ Rm其中,    ,  ,  .

L加权平衡有向图的拉普拉斯矩阵   是对称矩

阵, 可得
M∑
i=1

M∑
j=1

aij(τ
∗
i − τ∗j ) =

1

2

M∑
i=1

M∑
j=1

(aij − aji)(τ
∗
i − τ∗j ) = 0mM

ki(x
∗) ∈ −∂fi(x

∗) − ∂gi(x
∗)µ∗ −NXi(x

∗).∑M
i=1 ki(x

∗) = 0 0mM ∈ −∂f(y∗) −
∂g(y∗)µ∗ −NX(y∗) x∗

因此,      将

 代入上式可得    

.  根据引理 1 可知 ,     是问题

(1) 的最优解.  □

x

下面提出的定理 2是根据文献 [28]证明算法

(15) ~ (18) 的输出轨迹  收敛于同一个平衡解, 并

结合定理 1的结论得到的. 即分布式投影算法在强

连通加权平衡有向图网络下, 算法渐近收敛到优化

问题 (1) 的最优解.

(xi(0), τi(0), µi(0), si(0)) ∈ (Xi ×Rm×
Rm

+ ×Rm) (x, τ, µ, s)

x

k c1 c2

定理 2. 在假设 1 ~ 3条件下, 对于问题 (1) 的
任意初始值  

, 各变量  是有界的, 并且分布

式投影算法 (15) ~ (18) 中的决策变量  最终会收

敛到问题 (1) 的最优解. 此时各参数 ,  ,   需满足

c2λM (L) < c1λM (L) < 2k, c1, c2 ̸= 0 (22)

col(x∗, τ∗, µ∗, s∗)

x∗
证明. 令  是算法 (15) ~ (18)

的平衡点, 根据定理 1可知  是问题 (1) 的最优解.
Lm = L⊗ Im Ln = L⊗ In X =

x− x̄ T = τ − τ∗ U = µ− µ̄ S = s− s∗ χ =

x+ τ χ∗ = x̄+ τ∗ P1 = PX − x P̄1 = PX− x̄

P2 = Pµ
+ − µ P̄2 = Pµ

+ − µ̄

为了简便, 令 ,  .  
,    ,    ,    ,    

,    .    ,      ,
,  .

J1 J2 J3 J1构造李雅普诺夫函数[28]  ,  ,  , 其中,   为

J1 =

∫ x, µ, τ

x̄, µ̄, τ̄

d

[
f(x) +

1

2
∥Pµ

+∥2 +
1

2
χTLnχ

]
−

∇T
x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗

]
X−

(χ∗)TLnT− µ̄T(I − Lm)U+ µ̄TLnS (23)

f(x) g(x)

∥Pµ
+∥2 µ

χTLnχ x µ J1

J1 ≥ 0 J1 J1

L̃FJ1

已知  和  是凸函数, 根据欧几里德范数

的性质可知   是关于   的凸函数. 显而易见,
 也是关于 ,   的凸函数, 易证  的凸性. 根

据凸函数的性质可得:  . 因此可对  求导,  
的李导数  为

L̃FJ1 =

{
∇T

x

[
f(x) +

1

2
∥Pµ

+∥2 +
1

2
χTLnχ

]
−

∇T
x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗
]}

ẋ+

XTLnτ̇ + TTLnτ̇ + P̄T
2 µ̇− P̄T

2Lm(µ̇+ ṡ)
(24)

定义李雅普诺夫函数

J2 =
1

2

(
∥X∥2 − TTLnT

)
+ TT

(
k

c1
I ⊗ In

)
T (25)

J2

c1λM (L) < 2k

J2 L̃FJ2

将  整理成矩阵形式, 可根据式 (22) 中各参

数满足的不等式关系  证明该矩阵为

正定矩阵. 进而求得  的李导数  为

L̃FJ2 = 2kXTP1 + TT
[(

2k

c1
I − L

)
⊗ In

]
τ̇ (26)

L̃FJ1 L̃FJ2对求导后的李雅普诺夫函数  和  相加

可得
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L̃FJ1 + L̃FJ2 =

2k

{
∇x

[
f(x) +

1

2
χTLnχ+

1

2
∥Pµ

+∥2
]
−

∇x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗
]}T

P̄1 −

2k

{
∇x

[
f(x) +

1

2
∥Pµ

+∥2 +
1

2
χTLnχ

]
−

∇x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗
]}T

X +

2kXTP̄1 + TT
(
2k

c1
I ⊗ In

)
τ̇ +

XTLnτ̇ + P̄T
2 µ̇− P̄T

2Lm(µ̇+ ṡ) (27)

L̃FJ1 + L̃FJ2对  进行化简整理, 得

L̃FJ1 + L̃FJ2 =

2k

{
∇x

[
f(x) +

1

2
χTLnχ+

1

2
∥Pµ

+∥2
]
+P1

}T

P̄1 −

2k

{
∇T

x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗
]}T

P̄1 −

2k

{
∇x

[
f(x) +

1

2
χTLnχ+

1

2
∥Pµ

+∥2
]
−

∇x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗
]}T

X +

2kXTP1 + TT
(
2k

c1
I ⊗ In

)
τ̇ − 2kPT

1 P̄1 +

XTLnτ̇ + P̄T
2 µ̇− P̄T

2Lm(µ̇+ ṡ) (28)

2k{∇T
x [f(x) +

1
2∥P

µ
+∥2 +

1
2χ

TLnχ] + P1}TP̄1 ≤ 0, −2k∇T
x [f(x̄) + 1

2∥P
µ̄
+∥2 +

1
2 (χ

∗)TLn(χ
∗)]}TP̄1 ≤ 0 L̃FJ1 + L̃FJ2

根据投影的性质有 :    

, 则  可以化简为

L̃FJ1 + L̃FJ2 ≤ −2k∥P1∥2 − P̄T
2Lm(µ̇+ ṡ)−

2k

{
∇x

[
f(x) +

1

2
∥Pµ

+∥2 +
1

2
χTLnχ

]
−

∇x

[
f(x̄) +

1

2
∥P µ̄

+∥2 +
1

2
(χ∗)TLnχ

∗
]}T

X +

TT
(
2k

c1
I ⊗ In

)
τ̇ +XTLnτ̇ + P̄T

2 µ̇ ≤

− 2k∥P1∥2 + TT
(
2k

c1
I ⊗ In

)
τ̇ +XTLnτ̇ +

P̄T
2 µ̇− P̄T

2Lm(µ̇+ ṡ)− 2kTTLnX −

2k(∇f(x)−∇f(x̄))TX − 2kXTLnX −

2k(∇G(x)Pµ
+ −∇G(x̄)µ̄)TX (29)

−(∇f(x)−∇f(x̄))T(x −
x̄) ≤ 0 Ln(x− x̄) = Lnx =

τ̇/c1 Ln(µ− µ̄) = Lnµ = ṡ/c2 L̃FJ1 + L̃FJ2

根据凸函数的性质有:  
, 通过式 (16)和式 (18) 可知,  
,  . 则  可以

化简为

L̃FJ1+L̃FJ2 ≤ −2k∥P1∥2 −

2k(∇G(x)Pµ
+ −∇G(x̄)µ̄)TX −

XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X +

P̄T
2 µ̇− P̄T

2Lm(µ̇+ ṡ) (30)

J3定义李雅普诺夫函数  为

J3 =
1

2
∥U∥2 + k

c2
∥S∥+ 2UTLmS +

UT
[(

3

2
L+

c2
2k

L2

)
⊗ Im

]
U (31)

J3

c2λM (L) < 2k

J3 L̃FJ3

将  整理成矩阵形式, 可根据式 (22) 中各参

数满足的不等式关系  证明该矩阵为

正定矩阵. 因此可对  求导得 , 即

L̃FJ3 = kUTP2 + UT
[(

L+
c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇ +

2k

c2
STṡ+ 2STLmµ̇+ 2UTLmṡ+ 2UTLmµ̇

(32)

L̃FJ1 L̃FJ2 L̃FJ3对上述求导后的结果 ,  ,   相加并

化简为

L̃FJ = L̃FJ1 + L̃FJ2 + L̃FJ3 ≤

− 2k∥P1∥2 − 2k(∇G(x)Pµ
+ −∇G(x̄)µ̄)TX −

XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X − k∥P2∥2 + 2kP̄T

2P2 −

P̄T
2Lm(µ̇+ ṡ) + UT

[(
L+

c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇ +

2UTLm(µ̇+ ṡ) + 2STLmµ̇+
2k

c2
STṡ =

− 2k∥P1∥2 − 2k(∇G(x)Pµ
+ −∇G(x̄)µ̄)TX −

k∥P2∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X +

2kP̄T
2 [P2 + Lm(µ+ s)−G(x)] −

2kP̄T
2 [Lm(µ+ s)−G(x)] −

P̄T
2Lm(µ̇+ ṡ) + UT

[(
L+

c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇ +

2UTLm(µ̇+ ṡ) + 2STLmµ̇+
2k

c2
STṡ (33)

2kP̄T
2 [P2 + Lm(µ+ s) −

G(x)] ≤ 0

根据投影性质可得 ,    

, 代入化简为

1 期 刘奕葶等: 基于有向图的分布式连续时间非光滑耦合约束凸优化分析 71



L̃FJ ≤ − 2k∥P1∥2 − 2k(∇G(x)Pµ
+ −∇G(x̄)µ̄)TX −

k∥P2∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X −

2kP̄T
2Lm(µ+ s) + 2kP̄T

2 (G(x)−G(x̄)) +

2kP̄T
2 [G(x̄)− Lms∗] + 2kP̄T

2Lms∗ −

P̄T
2Lm(µ̇+ ṡ) + UT

[(
L+

c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇ +

2UTLm(µ̇+ ṡ) + 2STLmµ̇+
2k

c2
STṡ (34)

2kP̄T
2 (G(x̄)− Lms∗) ≤ 0根据定义 2可知,  , 代

入化简为

L̃FJ ≤ − 2k∥P1∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X −

k∥P2∥2 − 2k(∇G(x)Pµ
+ −∇G(x̄)µ̄)TX +

2k(Pµ
+)

T(G(x)−G(x̄)−∇TG(x)X) +

2k(Pµ
+)

T∇TG(x)X − 2kP̄T
2Lm(µ+ s) −

2k(µ̄)T(G(x)−G(x̄)−∇TG(x)X) −

2k(µ̄)T∇TG(x)X − P̄T
2Lm(µ̇+ ṡ) +

UT
[(

L+
c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇+ 2kP̄T

2Lms∗ +

2UTLm(µ̇+ ṡ) + 2STLmµ̇+
2k

c2
STṡ (35)

由凸函数的性质可得如下两个不等式关系:

2k(Pµ
+)

T(G(x)−G(x̄)−∇TG(x)(x− x̄)) ≤ 0

−2k(µ̄)T(G(x)−G(x̄)−∇TG(x)(x− x̄)) ≤ 0

L̃FJ那么  可以整理为

L̃FJ ≤ − 2k∥P1∥2 − k∥P2∥2 − 2kP̄T
2Lm(µ+ s) −

XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X − P̄T

2Lm(µ̇+ ṡ) +

2kP̄T
2Lms∗ + UT

[(
L+

c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇ +

2UTLm(µ̇+ ṡ) + 2STLmµ̇+
2k

c2
STṡ =

− 2k∥P1∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X −

k∥P2∥2 −PT
2Lmµ̇− UTLmµ̇−PT

2Lmṡ −

UTLmṡ− 2kPT
2Lm(µ+ s) + 2kPT

2Lms∗ −

2kUTLm(µ+ s) + 2UTLm(µ̇+ ṡ) +

2kUTLms∗ + UT
[(

L+
c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇ +

2STLmµ̇+
2k

c2
STṡ (36)

µ̇ = k(Pµ
+ − µ) ṡ = c2Lnµ其中,  ,  , 代入式 (36), 可得

L̃FJ ≤− 2k∥P1∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X −

k∥P2∥2 −
1

k
µ̇Lmµ̇− UTLmµ̇− ṡT

c2
ṡ −

c2
k
µ̇T(L2 ⊗ Im)µ− 2µ̇TLm(µ+ s) −

2k

c2
ṡT(µ+ s) + 2µ̇TLms∗ +

2k

c2
ṡTs∗ +

UT
[(

L+
c2
k
L2
)
⊗ Im

]
µ̇+

2k

c2
STṡ +

2UTLm(µ̇+ ṡ) + 2STLmµ̇ (37)

− 1
k µ̇(L⊗ Im)µ̇ ≤ 0化简, 并将  代入, 得

L̃FJ ≤ − 2k∥P1∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X −

k∥P2∥2 + 2UTLmṡ− 2k

c2
ṡTµ− ṡT

c2
ṡ =

− 2k∥P1∥2 − k∥P2∥2 + c2U
T(L2 ⊗ Im)U −

XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X − 2kUTLmU =

− 2k∥P1∥2 −XT[(2kL− c1L
2)⊗ In]X −

k∥P2∥2 − UT[(2kL− c2L
2)⊗ Im]U (38)

J(t) ≤ J(0)

x, τ, µ, s

f

xi(0) ∈ Xi xi

Xi

代入定理 2中的设定条件可知, 上式为半正定

矩阵. 因此能够得出 , 进而证明了各参

数  的有界性. 结合引理 2可知, 当目标

函数   局部有界时, 对于优化问题 (1) 的任意初

始点 , 每个智能体  始终在局部可行集

 内.
ε > 0 2kL−(c2+ε)L2 >

2kL− (c1 + ε)L2 ≥ 0 2kL − c2L
2 ≥ 2kL−

c1L
2 ≥ εL2 ε

假设存在常数 , 使其满足 

. 即满足 

. 可以看出  的范围为

0 < ε ≤ min
{

2k

λM (L)− c1
,

2k

λM (L)− c2

}
2k

λM (L)−c1
> 0

2k
λM (L)−c2

> 0 ε

L̃FJ

根据定理 2 的假设条件可知 ,    ,

, 则一定存在满足条件的常数 . 根据

两个不等式关系,   可以整理为

L̃FJ ≤ − 2k∥P1∥2 − εXT(L2 ⊗ In)X −

k∥P2∥2 − εUT(L2 ⊗ Im)U =

− 1

2k
∥ẋ∥2 − ε

c21
∥τ̇∥ − 1

k
∥µ̇∥ − ε

c22
∥ṡ∥2 (39)

2

(x(0),

τ(0), µ(0), s(0)) ∈ (X ×Rm ×Rm
+ ×Rm)

limγ→0col(xγ(0), τγ(0), µγ(0), sγ(0))=col(x(0),

τ(0), µ(0), s(0)) f g

根据注  中提到的Moreau-Yosida近似函数和

性质可知, 对于优化问题 (1) 的任意初始解 

  时, 有等式

关系 

. 当函数  ,    是凸函数, 在局部可

行集上是连续可微的并且有下界[28], 那么分布式投
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影算法 (15) ~ (18) 的解一定存在.
t → ∞ PX = x Pµ

+ = µ x =

1M ⊗ x′ µ = 1M ⊗ µ′ L̃FJ ≤ 0

x

当   时, 各状态为  ,   ,   
,   , 可得  , 即优化问题

的所有可行解渐近收敛到平衡解, 式 (39) 成立. 结
合定理 1 证明的算法的平衡解为优化问题   (1)
的充分必要条件可知, 分布式投影算法 (15) ~ (18)
中的决策变量   满足耦合不等式约束和局部可

行集约束的条件下最终会收敛到问题 (1) 的最

优解.  □ 

3    仿真研究

本节通过数值实验来验证强连通有向通信拓扑

图下的分布式连续时间投影算法的有效性.

fi(x) = ∥x− ωi∥
ωi

考虑由 4个智能体组成的强连通有向通信拓扑

图, 如图 1所示. 局部代价函数为 ,
其中,   是各智能体对应的目标点, 即

ωi=

{
col(4 + 2mod(2i, 4), 2mod(3i, 5)), i = {1, 2, 3}
col(4, 6), i = 4

gi(x) = ∥x− ω0∥/4 −
i/4 ≤ 0 i ∈ {1, 2, 3, 4}
g(x) = ∥x− ω0∥ − 5/2 ≤ 0 ω0 = col(4, 4)

x1 = col(2, 6) x2 = col(3, 3) x3 = col(5, 2)

x4 = col(1, 2) k = 4 c1 = 1.3 c2 = 1.2

Xi

局部耦合不等式约束为  

,  , 其全局耦合不等式约束为

,  其中 ,     是

耦合不等式约束的中心点[28]. 定义各智能体的状态初

始值为 ,  ,  ,
, 令 ,  ,  . 每个智

能体的局部可行集  为

Xi =


y > 1, i = 1

x > 1, i = 2, 3

y = −x+ 9, i = 4

ωi

xi

由此可以看出, 针对本文所提的分布式优化问

题 (1), 4个智能体在局部可行集约束和耦合不等式

约束范围内共同协作找到距离 4个目标点  最近

的点. 如图 2所示, 其中三角形表示各智能体  局

部可行集的交集, 圆形表示耦合不等式约束的范围.
从仿真图中可以看出, 对于满足局部可行集约束和

耦合不等式约束情况下的任意初始值, 各智能体最

终收敛到分布式优化问题的最优解.
τ µ s

µi

图 3 ~ 5分别表示变量 ,  ,   的运动轨迹, 从
图中我们可知所有变量是一致收敛的, 并且  总是

非负的, 仿真算例验证了理论结果. 本文中的算法

是利用各智能体在其局部可行集上进行投影, 不同

于文献 [24]中在切锥上的投影, 节约了智能体间的

交互、计算和时间成本, 使算法更快地达到收敛. 其
次, 连续时间系统更具灵活性和实时性, 可满足对

实时优化精度高的实际应用.

  

t /s
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4

6
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Y 0.002577

0 2 31 4 6 75 8 9

t i

 

τi图 3   状态  的轨迹图

τiFig. 3    Trajectories graph of state  
  

4    结束语

本文研究了在强连通加权平衡的有向通信拓扑

网络中, 目标函数和约束为凸函数, 满足耦合不等

式路径约束和局部可行集约束的情况下, 找到了证

明算法的平衡解为分布式优化问题最优解的充分必

要条件, 并且所提分布式连续时间投影算法渐近收

敛到全局最小值点. 结合文献 [28]中的分布式连续
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34

 

图 1    加权平衡有向交互图

Fig. 1    Weight-balanced directed interaction graph
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xi图 2    状态  的轨迹图

xiFig. 2    Trajectories graph of state  
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时间投影算法设计, 基于在智能体局部可行集上的

投影, 通过近似函数将非光滑的目标函数和约束近

似为连续可微的凸函数, 构造李雅普诺夫函数并证

明算法收敛到分布式优化问题的最优解. 与加权平

衡有向图相比, 分布式算法在加权不平衡有向图的

设计对系统性能、资源分配等具有更普遍的意义,
其收敛性分析也具有更大的挑战. 未来的研究方向

集中在将分布式投影算法拓展到加权不平衡有向图

网络下, 并考虑放缩强连通的假设条件至一致联合

连通时算法收敛的问题.
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