
 

 

基于加权矩阵的多维广义特征值

并行分解算法
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摘    要   针对串行广义特征值分解算法实时性差的缺点, 提出基

于加权矩阵的多维广义特征值分解算法. 与串行算法不同, 所提

算法能够在一次迭代过程中并行地估计出多维广义特征向量. 平
稳点分析表明: 当且仅当算法中状态矩阵等于所需的广义特征向

量时, 算法达到收敛状态. 通过对比相邻时刻的状态矩阵模值证

明了所提算法的自稳定特性. 所提算法参数选取简单, 实际实施

较为容易. 数值仿真和实例应用进一步验证了算法的并行性、自

稳定性和实用性.
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Abstract     In order to overcome the disadvantages of sequential
algorithms, such as poor real time, a multiple generalized eigen-
value  decomposition  algorithm  is  proposed  based  on  weighted
matrix method.  Unlike  sequential  algorithms,  the  proposed   al-
gorithm  is  able  to  estimate  multiple  generalized  eigenvectors  in
parallel  only  through  one  iteration  procedure.  The  stationary
point analysis shows that the algorithm reaches convergence state
if and only if the state matrix is equal to the desired generalized
eigenvectors.  The  self-stabilization  characteristics  of  the  pro-
posed algorithm is proved by comparing the state matrix module
values of adjacent moments. The proposed algorithm parameters
are simple to select and easy to implement in practice. Numeric-
al simulation and example application further verify the parallel-
ism, self-stability and practicality of the algorithm.
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广义特征值分解是现代信号处理领域内重要的分析工

具, 已经广泛应用于多个领域[1−6]. 在工程实际中, 不同的信

号处理问题需要广义特征值分解的维数是不一样的. 根据

提取广义特征向量的维数, 广义特征值分解可以分为 3类[7]:
1)仅能估计出矩阵束最大 (小)广义特征值对应的广义特

征向量的单维分解算法[8]; 2)能够估计出若干个广义特征

向量张成空间的子空间跟踪算法[9]; 3)能够准确估计任意

个广义特征向量的多维分解算法[10].
(Ry, Rx) Ry Rx

n× n
n× 1 w λ

假定存在矩阵束 , 其中,   和  分别是

两个  维对称正定矩阵, 则广义特征值分解就是要计

算出一个  维向量  和一个标量 , 使得

Ryw = λRxw (1)

w λ
(Ry, Rx)

满足上述方程的向量   和标量   分别记为矩阵束

 的广义特征向量和广义特征值. 基于特征值分

解的算法是进行广义特征值分解的传统方法, 而基于神经

网络的算法是近些年来涌现出的一类新型算法. 相比传统

算法, 神经网络类算法具有计算量低、实时性强、能够处理

非平稳信号等优点[11], 已经成为广义特征值分解领域内一

个主流的研究方向.
基于神经网络, 学者们提出了很多优秀的广义特征值

分解算法. 例如 RNNM (Recurrent neural network mod-
el)算法[12]、R-GEVE (Reduced-rank generalized eigen-de-
composition extraction)算法 [13]、基于 NOCS (Nested or-
thogonal complement structure)架构的算法[9]、ANQ (Ad-
aptive normalized quasi-Newton)算法[14]、GChen (Gener-
alized Chen algorithm)算法 [8]、GDM (Generalized Dou-
glas minor component analysis)算法[10] 等. 在上述算法中,
RNNM算法、R-GEVE算法、ANQ算法和 GCHen算法

是单维广义特征值分解算法; NOCS算法属于子空间跟踪

算法; 只有 GDM算法是多维分解算法. 由于广义特征向

量可以看作子空间的一组特殊基, 因此多维分解算法也适

用于子空间算法的领域; 同时当多维分解算法提取维数为

1时, 多维分解算法退化为单维分解算法. 综上可知, 多维

分解算法具有最广泛的应用范围[10], 即研究多维分解算法

更具有普适性.
在多维广义特征值分解算法领域主要存在两类算法:

串行算法和并行算法. 串行算法中多维广义特征向量是依

次串行获取的, 即先用单维分解算法计算出最小广义特征

值对应的广义特征向量, 然后利用膨胀技术再计算出次小

广义特征值对应的广义特征向量, 依次类推[10]. 文献 [8]提
出了一种压缩技术, 文献 [10]详细分析了该压缩技术并对

其进行了改进, 实现了多维广义特征向量的串行提取. 相
比并行算法, 串行算法有如下两点不足: 1)由于串行算法

中广义特征向量是串行依次提取, 整个提取过程需要时间

较长, 因此串行算法不适合实时性要求较高的场合; 2)串
行算法在广义特征向量的估计过程中会用到上一次的估计

结果, 而前一次的估计误差会累积到本次估计过程中, 因
此会造成估计误差的累积传播[11]. 然而, 目前多维广义特征

值分解算法还不多见, 因此发展并行多维算法仍是非常有

意义的工作.
基于加权矩阵的思想, 本文提出一个多维广义特征值

并行分解算法, 并详细分析了算法的收敛性和稳定性. 相
比串行算法, 所提算法可以实现多维广义特征向量的并行

计算, 实时性较强. 本文结构安排如下: 第 1节提出新型广

义特征值分解算法并对其进行收敛性和稳定性分析; 第 2
节是仿真实验和实例验证; 第 3节是全文的总结. 
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1    新型广义特征值分解算法
 

1.1    算法的提出

基于神经网络模型, Oja算法[15] 首次提出了下述特征

值分解算法:

w(k + 1) = w(k) +

η
[
Rw(k)−wT(k)Rw(k)w(k)

]
(2)

R ∈ Rn×n w ∈ Rn×1

η n
R

其中,   是信号的自相关矩阵,   是神

经网络的状态向量,   是算法的学习因子,   为输入信号

的维数. 然而该算法只能估计单个矩阵  的特征向量, 并
非矩阵束的广义特征向量; 此外该算法只能实现单维分解,
不能进行多维分解. Oja算法是特征值分解算法领域最为
经典的算法, 很多现有算法在基础理论方面和 Oja算法是
相同的, 因此如果以 Oja算法为代表进行研究并成功将其
扩展为多维广义特征向量估计算法, 该研究结果对其他算
法势必具有很强的借鉴意义.

Ry, Rx ∈ Rn×n

λi vi i = 1, 2, · · · ,
n (Ry, Rx) n

假定  是两个信号的自相关矩阵, 其广义

特征值和广义特征向量分别为  和 , 其中,  
. 为后续方便使用, 这里将矩阵束  的  个正广

义特征值进行降序排列, 即

λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 (3)

n Rx vi (i = 1,
2, · · · , n)
其对应的   个关于   正交的广义特征向量  

 也相应进行排列. 根据矩阵理论[16] 有

Ryvi = λRxvi (4)

vT
j Ryvi = δij , i, j ∈ {1, 2, · · · , n} (5)

δij δ其中,   是 Kronecker   函数.
(Ry, Rx)为了计算矩阵束  的多维广义特征向量, 通

过对 Oja算法添加加权矩阵, 提出如下的多维分解算法:

W (k + 1) = W (k) + η[Rx
−1RyW (k)D−

W (k)W T(k)RyW (k)] (6)

W ∈ Rn×r D = diag{d1,
d2, · · · , dr} d1 >
d2 > · · · > dr > 0 r

W
(Ry, Rx) r

其中,   是神经网络的状态矩阵;  
 是一个对角矩阵 , 其对角线元素满足  

, 这里将其称为加权矩阵;   是需要计
算的广义特征向量的维数. 通过式 (6)给定状态矩阵更新

规则, 状态矩阵  进行更新迭代, 最终将收敛到矩阵束

 最大的  个广义特征值对应的广义特征向量.
Rx =

In D = Ir r = 1

O(n3r/3 + 4n2r +
2nr)
O(n3/3 + 2n2r + 2nr2)

d1 > d2 > · · · > dr > 0

通过对式 (6)进行分析可以发现, 如果令式 (6)中 
 和 , 且进行单维分解 (即  ), 式 (6)就会退

化为Oja算法. 因此可以说式 (6)是Oja算法的扩展. 式 (2)
是单维特征向量估计, 如果利用文献 [10]中的压缩技术将

其扩展为串行算法, 则其计算复杂度为  
, 而式 (6)是多维广义特征向量估计, 其计算复杂度为

, 显然要低于串行算法的计算复

杂度. 由于加权矩阵的加入, 使得状态矩阵在收敛过程中
对广义特征向量与其构成子空间的夹角更为敏感[17], 进而
通过在迭代过程中对神经网络状态矩阵施加的隐形 Gram-
Schmidt正交化 (GS orthogonalization, GSO)操作, 使得
状态矩阵能够收敛到广义特征向量, 而非其构成的子空间.
加权矩阵仅需满足约束条件   , 在
实际使用中该约束条件很容易达到 (如可以取一等差数
列), 因此, 式 (6)是符合实际使用需要的. 

1.2    算法的收敛性分析

(Ry, Rx)算法是否能够准确地计算出矩阵束  的广义

特征向量, 是算法发展过程中首先要解决的问题, 本节将
通过定理 1证明算法的收敛性.

W = UD
1
2

U = [v1, v2, · · · ,
vr] (Ry, Rx) r

定理 1. 当且仅当神经网络的状态矩阵  

时, 所提算法达到稳定的收敛状态, 其中,  
 是由矩阵束  最大的  个广义特征值对应的

广义特征向量构成的矩阵.
证明. 定义矩阵函数

J(W ) = R−1
x RyWD −WW TRyW (7)

J(W ) W =

UD
1
2

则   代表着算法的学习步长 . 当矩阵取值为  

 时

J(W ) = R−1
x RyUD

1
2D −UD

1
2D

1
2UTRyUD

1
2 =

UΛrD
3
2 −UΛrD

3
2 = 0 (8)

Λr = diag{λ1, λ2, · · · , λr}
(Ry, Rx) r

其中,   是一个对角矩阵, 其对

角线元素由矩阵束  最大的  个广义特征值构成.

J(W ) = 0
当且仅当学习步长等于零时算法达到收敛状态, 即

, 进而有

Rx
−1RyWD = WW TRyW (9)

W TRx对式 (9)同时左乘 , 并经过适当简化, 有

W TRyW
(
D −W TRxW

)
= 0 (10)

W由状态矩阵  的任意性, 可得

W TRxW = D (11)

P = WD
1
2 P TRxP = I

P Rx W TRyW

令  并将其代入式 (11), 有:  ,

即矩阵  的列向量是关于矩阵  正交的. 矩阵 

的特征值分解为

W TRyW = QTΣQ (12)

Q ∈ Rr×r Σ ∈ Rr×r其中,   是一个正交矩阵,   是一个对

角矩阵. 将式 (12)代入式 (9)并进行适当化简, 有

RyUr = RxUrΣ (13)

Ur = PD− 1
2QT = WQT Rx

Rx = (C−1)TC−1 C(
CTRyC

)
C−1Ur = C−1UrΣ

C−1Ur C−1Ur CTRyC

Ur (Ry, Rx) r

其中,   . 由于   是对称正定

矩阵, 则必然可以分解为 , 其中  是

一个可逆矩阵 . 根据   和

矩阵  列满秩有:   必然是由  的特

征向量构成, 即  是由矩阵束  最大的  个广义

特征向量构成的矩阵. □ 

1.3    自稳定特性分析

自稳定特性是指不论初始化状态矩阵如何选择, 状态
矩阵模值最终能够收敛到一个固定的常值[18]. 由于自稳定
特性可以保证状态矩阵模值的稳定性, 因此已经成为算法
发展中一个重要的研究内容. 接下来将对所提算法进行自
稳定特性分析, 为后续方便使用, 首先定义如下矩阵范数.

R ∈ Rn×n√
tr(W TRW ) W ∈ Rn×r R

∥W ∥R =
√
tr(W TRW )

定义 1. 假定  是一个对称正定矩阵, 则令

 为矩阵   关于矩阵   的范数,

记为 .
容易证明, 上述定义符合矩阵范数的规定. 基于定义
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1, 定理 2给出所提算法的自稳定特性分析.
η

W
∥W ∥Rx

tr(D)

定理 2. 当输入信号是有界的且学习因子  足够小时,
所提算法 (6)中状态矩阵  模值是自稳定的, 且状态矩阵

模值  的收敛值等于 .

∥W (k)∥Rx
=√

tr [W T(k)RxW (k)]

证明. 假定当前时刻状态矩阵模值为  

, 则下一时刻的状态矩阵模值为

∥W (k + 1)∥2Rx
= tr

[
W T(k + 1)RxW (k + 1)

]
=

tr{[W (k) + ηRx
−1RyW (k)D −

ηW (k)W T(k)RyW (k)]TRx[W (k) +

ηRx
−1RyW (k)D − ηW (k)W T(k)RyW (k)]} =

tr{W T(k)RxW (k)− 2ηW T(k)RyW (k) ×
W (k)RxW (k) + 2ηDW T(k)RyW (k) +

η2DW T(k)RyRx
−1RyW (k)D + η2W T(k) ×

RyW (k)W (k)RxW (k)W T(k)RyW (k)} ≈

∥W (k)∥2Rx
− 2η ∥W (k)∥2Ry

(
∥W (k)∥2Rx

− tr(D)
)

(14)
η η由于  足够小, 因此省去式 (14)中  的二阶项. 对比

相邻时刻状态矩阵模值, 有

∥W (k + 1)∥2Rx

∥W (k)∥2Rx

=

∥W (k)∥2Rx
− 2η ∥W (k)∥2Ry

(
∥W (k)∥2Rx

− tr(D)
)

∥W (k)∥2Rx

=

1− 2η
∥W (k)∥2Ry

∥W (k)∥2Rx

(
∥W (k)∥2Rx

− tr(D)
)

(15)

由式 (15)可得

∥W (k + 1)∥2Rx

∥W (k)∥2Rx


> 1, ∥W (k)∥2Rx

< tr(D)

= 1, ∥W (k)∥2Rx
= tr(D)

< 1, ∥W (k)∥2Rx
> tr(D)

∥W (k)∥2Rx
< tr(D)从式 (15)可知, 如果当前时刻 ,

∥W (k)∥2Rx
>

tr(D)

∥W (k)∥2Rx
= tr(D)

则在下一时刻状态矩阵模值将增加; 反之, 如果 

, 则下一时刻状态矩阵模值减小, 即状态矩阵模值最

终的收敛结果为 . □
 

2    仿真实验和实例应用

(Ry, Rx)

本节将通过仿真实验和实例应用来验证所提算法的性
能. 实验 1考察算法多维广义特征向量的估计能力; 实验
2考察算法的自稳定性; 实验 3考察算法在信号处理中的
实用性. 在仿真实验开始前, 首先随机生成两个对称正定

矩阵, 该矩阵束  最大的 3个广义特征值对应的

广义特征向量分别如式 (16) ~ (18)所示 (见本页下方). 

2.1    算法能力验证

(Ry, Rx)
v1, v2, v3

v1, v2, v3

实验 1分别利用所提算法和 GDM算法 [10] 对矩阵束

 最大的 3个广义特征值对应的广义特征向量进

行估计, 即计算 . 在算法的迭代过程中计算两个

指标, 第 1个指标是状态矩阵列向量与  之间的
方向余弦 (Directional cosine, DC), 即

DCi(k) =

∣∣vT
i Wi(k)

∣∣
∥vi∥ ∥Wi(k)∥

(19)

i = 1, 2, 3 Wi(k) k
W (k) i
其中 ,   ,    表示第   次迭代时状态矩阵

 的第  列向量.
Rx第 2个指标是状态矩阵列向量之间关于矩阵  的范

数, 即

Normij(k) = W T
i (k)RxWj(k), i, j = 1, 2, 3 (20)

η = 0.25 τ = 3
D = diag{3, 2, 1} d1 > d2 > d3 > 0

两个算法的初始化状态矩阵是随机产生的, 学习因子

. GDM算法中, 参数 ; 所提算法中, 加权矩

阵取 , 满足  的要求.
在仿真过程中 , 为了更好地衡量算法性能 , 这里进行了
100次独立实验, 然后分别计算每次实验过程中数据的均
值和上下界. 表 1是两种算法完成 3个广义特征向量所需
的平均时间. 图 1和图 2分别是所提算法和 GDM算法的
方向余弦曲线, 其中实线是方向余弦的平均值, 虚线是数
据上界, 点划线是数据下界. 为了清晰起见, 图 3和图 4分
别只给出了所提算法的列向量模值曲线 (平均值)和不同
列向量之间内积关系曲线 (平均值).

 

Ry =


0.7904 −0.0920 −0.0370 0.0697 −0.0563 −0.0082

−0.0920 0.7087 −0.0087 −0.0555 −0.1367 0.2456
−0.0370 −0.0087 0.5733 −0.1282 −0.2532 −0.1875
0.0697 −0.0555 −0.1282 0.5665 −0.2483 0.0344

−0.0563 −0.1367 −0.2532 −0.2483 0.5787 0.0201
−0.0082 0.2456 −0.1875 0.0344 0.0201 0.2733

 (16)

Rx =


0.5539 −0.0273 0.0212 0.1184 −0.1045 0.1350

−0.0273 0.5815 0.0254 −0.0481 −0.1415 −0.0006
0.0212 0.0254 0.7190 −0.0575 −0.0469 0.1114
0.1184 −0.0481 −0.0575 0.5436 0.0689 0.0281

−0.1045 −0.1415 −0.0469 0.0689 0.4302 0.1308
0.1350 −0.0006 0.1114 0.0281 0.1308 0.5010

 (17)


v1 = [−1.0839, −0.1148, −0.0482, 0.8737, −1.4241, 0.7618]

T

v2 = [0.4091, −0.8696, 0.5280, 0.2559, −0.4955, −0.6944]
T

v3 = [−0.9839, −0.4039, 0.3737, −0.3484, 0.2866, −0.2464]
T

(18)
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v1, v2, v3

从图 1中可以看出, 所提算法在经历了最快 10次, 最
慢 140次, 平均 90次左右的迭代运算后, 3条方向余弦曲
线均能收敛到单位 1. 表明不论收敛快慢, 神经网络的 3个
列向量均能准确地收敛到 3个广义特征向量  的
方向, 且其对应的广义特征值也是按照降序排列的. 从图 3
中可以看出, 在方向余弦收敛时, 状态矩阵的各个列向量
模值也都收敛到一个常值, 即算法具有很好的收敛性. 综
合图 1和图 3可以得知, 所提算法能够有效地估计矩阵束
的广义特征向量.

从图 2中可以看出, GDM算法是串行算法, 所有广义
特征向量是一个接一个顺序估计的. 由于下次估计过程只
有在上一次广义特征向量估计完成后才可以开始, 因此后
两次迭代开始时刻分别是 200和 400, 而并非 0. 显然这样
会产生较长的等待时间, 且当估计广义特征向量维数增加
时, 该等待时间会更长.

表 1中, 本文所提算法的平均运行时间是 2.16 ms, 远小
于GDM算法的 14.61 ms. 通过对比图 1和图 2以及综合表 1
可得, 由于所提算法仅需要一次迭代运算, 进而避免了等待
时间, 因此计算时间较短. 需要注意的是, 由于串行算法需要
信号采样完成后才可以进行运算, 而并行算法可以边采样
边计算, 因此, 实际运行时并行算法在实时性方面会更有优势.

3, 2, 1
Rx

Rx

W TRxW = D = diag{3, 2,
1}

此外, 通过研究图 3和图 4中的收敛结果可以发现:
各个列向量模值的收敛值分别为 , 刚好等于加权矩

阵对角线上的元素; 而两个不同的列向量关于  的内积最

终收敛到了零, 即状态矩阵中不同列向量是关于矩阵  正
交的. 综合图 2和图 3可知,  
, 显然该结果与定理 1中的理论分析结果是一致的. 

2.2    自稳定特性实验

(Ry, Rx)

D1 = diag{10, 7, 5}
tr(D1) =

√
22 D2 = diag{3, 2, 1}

tr(D2)=
√
6 D3=diag{1, 0.8, 0.2}

tr(D3) =
√
2 D4 = diag{0.5, 0.3,

0.2} tr(D4) = 1

∥W (0)∥Rx
tr(Di)

(i = 1, 2, 3, 4)
η = 0.001

实验 2仍利用所提算法对矩阵束  的广义特

征向量进行计算. 为了验证算法的自稳定特性, 这里进行

四次独立实验. 第 1次取加权矩阵 ,
则 ; 第 2次取加权矩阵 ,
则 ; 第3次取加权矩阵 ,
则 ; 第 4次取加权矩阵 

, 则  . 算法的初始化状态矩阵是随机产

生的, 其模值  分别设置为大于、等于和小于 

 等三种情况. 四次实验中学习因子均设置

为 . 图 5是四次实验中的状态矩阵模值曲线.
∥W (0)∥Rx

<以图 5(a)为例, 如果初始化状态矩阵  

 
表 1    两种算法的计算时间

Table 1    The time cost of the two algorithms

算法 时间 (ms)

所提算法  2.16

GDM算法 14.61
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√
22

√
22

∥W (0)∥Rx
>

√
22√

22

 时, 状态矩阵模值会不断增加, 最终收敛到 ; 反
之, 当  时, 模值就会减小, 最终收敛值

也是 . 从图 5(b) ~ 5(d)中可以看到相类似的状态矩

阵模值变化曲线, 不同之处在于: 状态矩阵模值收敛结果
分别为对应的加权矩阵的迹. 所有曲线的变化规律是与定
理 2的分析结果相吻合的, 这也进一步证明了所提算法具
有自稳定特性. 

2.3    盲分离实验

实验 3将所提算法应用于解决盲分离问题, 其中四个

源信号取自 ICALAB工具箱中的 ABio7.mat文件[19]. 图 6
是四个源信号的波形曲线.

M
x W
s = W Tx

W
(Ry, Rx)

Rx = E[xxT] Ry = E[yyT] y

D = diag{4, 3, 2, 1}

源信号经过混合矩阵 , 并添加加性白噪声以后得

到观测信号 . 盲分离问题就是找出合适的分离矩阵 ,
使得分离信号  彼此相互独立. 文献 [20]提出了

一个基于广义特征值分解的盲分离算法, 而分离矩阵 
是由矩阵束   所有广义特征向量构成的 , 其中

 和 ,   是一个滤波器的输出.
接下来利用所提算法求解该分离矩阵, 算法的初始化参数

设置与实验 1相同 , 加权矩阵取  ,
混合矩阵为

M =


0.547 0.276 −1.071 0.615
0.911 −0.327 0.512 −1.158

−0.273 −0.418 −0.571 −0.595
0.757 −1.623 −2.361 0.408

 (21)

0.9999, 1.0000,
0.9989, 0.9665

图 7和图 8分别是混合后的信号和所提算法获得的分
离信号. 从图 7中可以看出, 经过混合矩阵后, 源信号与观
测信号具有非常大的差别. 而对比图 8和图 6可以发现,
分离信号与源信号具有相似的波形. 通过计算, 四个分离

信号与源信号之间的相关系数分别为  
, 即分离信号与源信号相似程度非常高,

表明所提算法能够有效地解决盲分离问题. 

3    结束语

多维广义特征值分解是应用范围最广的一类广义特征

值分解算法. 针对串行算法的缺点, 本文利用加权矩阵法

提出了一个并行广义特征值分解算法, 并分析了算法的收

敛性和自稳定特性. 与以往算法相比, 所提算法可以在一

次迭代过程中完成多维广义特征向量的同时估计, 因此具

有很好的实时性和准确性. 仿真实验和应用实验表明所提

算法能够有效地估计出所需的广义特征向量, 而且能够应

用于解决盲分离问题. 后续研究将会考虑如何能够进一步

降低算法的复杂度和加权矩阵法推广应用的问题, 这将有

利于多维分解算法的发展.

 

||W(0)||Rx > √2̄2

||W(0)||Rx = √2̄2

||W(0)||Rx < √2̄2
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||W(0)||Rx < 1
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