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摘    要   针对一些智能优化算法缺乏完备数学物理理论基础的现状, 利用优化问题和量子物理在概率意义上的相似性, 建
立优化问题的薛定谔方程, 将优化问题转化为以目标函数为约束条件的基态波函数问题, 同时利用波函数定义了算法的能

量、隧道效应和熵, 实现了以波函数为中心的优化问题量子模型. 这一纲要利用了量子物理完备的理论框架, 建立起了优化

问题与量子理论广泛的内在联系. 从量子物理的角度回答了优化问题解的概率描述, 邻域采样函数的选择, 算法演化的过程

设计, 多尺度过程的必要性等问题. 智能优化算法的量子理论纲要可以作为研究与构造算法的理论工具, 其有效性已得到初

步验证.
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Abstract   Many metaheuristics, which are based on the metaphor of natural phenomena, are lacking the support of
a complete mathematical or physical theory. In this paper, the Schrödinger equation of optimization problems is
proposed based on the basic probabilistic similarities between an optimization problem and a quantum system. It
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从上世纪 70年代开始, 智能优化算法经历了

持续近 30年的黄金时期, 其标志就是大量经典的

优化算法被提出, 并得到广泛的应用. 1975年 Hol-
land[1] 提出了遗传算法 (Genetic algorithm, GA),
这一算法演变为一类重要的算法簇——进化算法.

1983年 Kirkpatrick利用Metropolis准则[2] 提出了

模拟退火算法 (Simulated annealing, SA) [ 3 ] ;
Dorigo于 1992年在他的博士论文中提出了蚁群算

法 (Ant colony optimization, ACO)[4−5], 这一算法

对解决组合优化问题具有较好的效果; 1995年 Eber-
hart等[6] 基于鸟类的飞行和社会行为提出了粒子群

算法 (Particle swarm optimization, PSO), 这些算

法的提出为优化算法的研究打下了基础. 进入 21
世纪, 智能优化算法发展的黄金时代已逐渐过去,
但各种新的算法仍然不断出现, 特别是自然启发式

算法, 这些优化算法在不同的模型掩盖下存在着

“核心”操作同质化的问题. 新提出的优化算法模型

大都与现有的算法存在或多或少的相似之处, 这使

优化领域的研究者们逐渐意识到, 当前优化算法所

面临的挑战不是提出新的算法, 而是为优化问题和

优化算法寻找一种合适的统一模型, 智能优化算法
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的研究进入了一个新的时代.
对于优化算法核心规则和策略的研究早已被一

些研究者所关注, 粒子群算法的提出者 Kennedy也
意识到优化算法存在统一的简单模型和通用的基本

迭代操作, 他针对粒子群算法提出了相应的“骨架”
(Bare bone)算法, Kennedy认为: “希望利用这种

骨架算法揭示随机群体算法之间相似性的奥秘, 并
发现新的方法”[7]. 随后差分进化算法[8] 和烟火算法[9]

的骨架算法也相继提出. 2016年蚁群算法的提出

者 Dorigo在一份声明中也表达出对于当前不断提

出的新的自然算法的谨慎态度. 其他一些研究者,
如 Sörensen 也认为, “现在优化计算领域的研究,
重要的不是提出新的算法而是为优化算法建立普遍

适用的规则和策略, 研究优化问题和优化算法中的

共性问题”[10]. 萤火虫算法、布谷鸟算法、蝙蝠算法

及鲜花授粉算法等多种优化算法的提出者 Yang在
自己的专著中提醒读者: “不鼓励大家再提出新的

优化算法, 这些新算法可能只会分散解决优化中真

正具有挑战性和真正重要的问题的注意力”[11]. 相似

的看法在其他一些学者的论述中也有表述, 如文献 [12]
认为和声优化算法本质上就是一种进化策略. 广义

上讲遗传算法、粒子群算法、蚁群算法等算法的基

本模型都是基于人对世界的主观认识对优化问题进

行的建模, 这些模型往往缺乏完备的数学、物理体

系的支持, 一定程度上也阻碍了优化算法这一学科

的发展.
优化算法的统一模型需要同时具备通用性、深

刻性和数学完备性. 20世纪初量子理论在一大批杰

出科学家的努力下获得了快速的发展, 建立起了完

备的理论体系, 并在实践中得到了反复的检验. 与
其他理论相比, 量子理论深刻地反映了大自然的基

本运行规律, 特别是量子理论中对波函数的概率解

释与基于概率采样的优化算法具有很大的相似性[13].
事实上, 量子理论的思想在优化算法中早已得

到了应用, 早在 1996年 Narayanan等[14] 利用量子

理论中的“多宇宙” (Multi-universe) 的观点提出多

宇宙衍生遗传算法 (Quantum-inspired genetic al-
gorithm, QIGA), 该算法尝试把量子特性融入到进

化算法中去, 后来量子遗传算法的思想也应用于解

决组合优化问题[15]. 随后量子蚁群算法 (Quantum
ant colony optimization, QACO)[16], 量子粒子群

(Quantum-behaved particle swarm optimization,
QPSO)[17] 等受量子理论启发的算法相继提出. 本文

作者也于 2013年提出了一种基于量子谐振子波函

数构造的多尺度量子谐振子算法 (Multiscale quan-
tum harmonic oscillator algorithm, MQHOA)[18],

通过对 MQHOA算法的研究, 我们发现了薛定谔

方程和波函数在优化算法的描述中具有重要作用[19].
这些结果可以认为是量子理论与优化问题在概率特

性上存在内在一致性的证据.
基于随机行为的智能优化算法通常都放弃了对

最优解准确性的要求, 这与量子理论中采用波函数

对粒子进行概率化描述的思想是一致的. 粒子群算

法的提出者 Kennedy在著作 Swarm Intelligence
中指出“随机性的程度决定了智能的高低”, 这一论

断指出了智能的本质是随机性[20]. 2018年 11月李

国杰院士在《中国计算机学会通讯》上发表了题为

“计算机科学基础理论需要重塑”的卷首语, 他指出

“量子力学改变了传统的逻辑定义, 把概率看成了

逻辑的内在组成. 在计算机领域, 构造一台完全公

理化驱动的自动机也不现实, 而对复杂环境, 我们

需要放弃严格逻辑而改用概率逻辑”.
由于量子理论已经过长期的充分发展, 其理论

体系及数学表达已非常完备和丰富, 建立了如扩散

蒙特卡罗法、路径积分法、微扰理论等基态波函数

的求解方法. 本文基于对优化问题概率特性的认识,
采用量子物理理论对优化问题进行研究, 从量子理

论的角度尝试解答优化问题的波函数表达、概率采

样函数的选择、算法演化过程和多尺度过程的必要

性等问题, 希望能为优化算法的分析与研究提供新

的视角. 

1    优化问题解的概率化定义

智能优化算法, 其主要指基于人类对自然规律

的认知与借鉴而形成的智能优化系统, 这些系统大

部分都是概率性算法, 其包含了大量概率化的迭代

操作, 通过放弃对解的确定性的要求, 从而获得在

可接受时间内巨大解空间上的搜索能力. 智能优化

算法的角度看, 优化问题解的获得是一个不确定性

的问题, 甚至算法无法对得到的解给出任何确定性

保证. 优化问题的解采用概率形式来表达更能有效

地反映解的特性.

f(x)

首先来看数学上对优化问题的定义, 为方便讨

论, 在本文中以一维目标函数  优化问题为例进

行讨论. 从数学的角度一维函数优化问题可以定义

如下:
f(x) [a, b]

x0 ∈ [a, b]

x ∈ [a, b] f(x0) ≤ f(x) x0

[a, b]

针对目标函数  在实数定义域    上的优

化问题, 就是要找到一个实数 , 对于任意

, 满足 , 则称  为目标函数在

实数定义域    全局最优解.

x0

从以上定义可知, 全局最优解是一个确定性的

定义, 优化过程理论上需要找到  这一个确定的全
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f(x)

局最优解. 而对于智能优化算法, 为确保算法的通

用性, 优化问题通常视为黑盒问题, 黑盒问题认为:
优化算法对目标函数的表达式  是未知的, 优化

算法只能通过采样确定从目标函数定义域集合到值

域集合中的每一个映射. 优化算法的每一次采样就

是对黑盒进行的一次测量, 测量的次数越多所获得

的目标函数信息越多.
f(x)

g(x)

P (a ≤ x ≤ b)
[a, b]

智能优化算法对目标函数  全局最优解的

位置同样是不确定的. 事实上算法在运行过程中并

不知道它是否找到了全局最优解. 所以采用当前采

样点的概率密度函数  来描述优化问题的结果

更能准确地反映优化问题的概率特性,  
表示全局最优解出现在区间  的概率.

P (a ≤ x ≤ b) =
∫ b

a

g(x)dx (1)

x0

g(x)

对于智能优化算法, 优化问题的解由数学上确

定的全局最优解的位置  转变为描述算法当前采

样点的概率密度函数 .
x0

g(x)

g(x)

g(x)

在算法运行前全局最优解  从算法的角度是

可行域中的任意位置, 而在优化算法运行后, 最优

解附近的  会逐步增加, 最终收敛为一个很小的

区域. 这一区域被认为是算法最优解可能存在的区

域. 针对最优化问题, 我们通常只关心在最优化解

附近的概率分布, 所以通常  为紧支撑函数. 这
样概率分布会更集中在中心位置, 例如高斯分布、

柯西分布、拉普拉斯分布等. 后面本文将采用量子

模型说明  的概率形式与对目标函数进行势阱

逼近的势阱选择有关.
优化问题解的概率定义从理论上建立起了优化

问题的解与波函数概率解释之间的联系, 为采用量

子波函数对优化问题进行描述提供了可能. 

2    优化问题的量子模型

ψ(x)

智能优化系统中采样点的运行方式是复杂的,
鉴于不同的算法模型, 很难有一套理论可以完整地

给出对于不同智能优化算法动力学行为的描述. 在
量子理论中, 粒子的运动状态是由其对应的波函数

 所决定的. 决定波函数的动力学方程是由粒子

的质能方程和波动方程联立得到的, 本文希望利用

量子力学中的确定的动力学方程代替智能优化算法

中复杂且无法确定的运动学方程, 从而为讨论其核

心迭代过程和搜索行为提供研究基础.
ψ(x)

|ψ(x)|2
早在 1926年 Born[21] 给出了波函数  的概

率解释. Born认为波函数模的平方  描述了

粒子在空间出现的概率分布. 如果我们构造一个描

述优化问题的量子化系统, 将全局最优解的概率密

g(x) |ψ(x)|2

ψ(x)

度函数  用波函数模的平方  来进行表示,
则优化问题就可以转化为求量子系统波函数 

的量子化问题. 

2.1    优化问题的薛定谔方程

在量子系统中, 描述势阱中粒子运动状态的薛

定谔方程可以用作描述粒子在势阱函数约束下的运

动状态, 通过求解薛定谔方程的基态波函数, 可以

获得最低能量下的粒子概率分布函数, 含时薛定谔

方程为

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
=

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ(x, t) (2)

V (x) m

h ℏ = h/(2π)

V (x)

其中, i是虚数单位,   为约束粒子的势阱,   为

粒子的质量,   为普朗克常数,  . 利用薛

定谔方程就可以求出粒子在被势阱  约束下的

波函数.

g(x) ψ(x)

f(x) V (x) = f(x)

S = ℏ2/(2m)

从量子物理的观点看, 为了建立优化问题解的

概率密度函数  和量子波函数  关系, 优化问

题可以看作是一个能量最低的问题, 是以目标函数

 为势阱约束下的量子系统, 即 . 通
过势阱等效, 并令 , 则优化问题的薛定

谔方程定义为

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
=

(
−S ∂2

∂x2
+ f(x)

)
ψ(x, t) (3)

S

S

其中,   在优化问题中决定着波函数的尺度, 它的

值越大波函数的尺度越大, 对应的量子效应越明显,
反之则量子效应越弱, 所以称  为尺度系数.

f(x) ψ(x, t)

f(x)

ψ0(x, t)

通过薛定谔方程的转换, 优化问题转化为求解

在势阱  约束下粒子的波函数  的问题, 许

多优化问题关注的是  的全局最小值, 在物理系

统中最小值对应于能量的最小值, 在量子力学中被

称为基态. 对于优化问题而言, 其薛定谔方程的基

态波函数  就描述了全局最优解的概率分布.

优化问题的解不再是一个确定的值, 而是一个由基

态波函数所描述的概率分布, 这更符合随机优化算

法的特点.
优化问题的薛定谔方程就是对优化问题的量子

化描述, 也是优化问题量子模型的理论基础, 它从

理论上建立起了基态波函数与优化问题解的概率密

度函数之间的关系. 

2.2    优化问题的波函数及相关物理量定义

波函数是量子理论中的一个重要的概念, 优化

问题的薛定谔方程和优化问题解的量子化定义使波

函数成为了描述和研究优化问题的核心理论工具.
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波函数与算法的迭代过程紧密相连, 决定着当前算

法的采样函数. 通过对波函数的定义, 可以进一步

对优化算法的能量、量子隧道效应和熵进行定义和

研究. 

2.2.1    优化算法波函数的定义

ψ(x, t) |ψ(x, t)|2
从理论上讲, 优化算法的波函数就是优化算法

薛定谔方程的解 , 它的模方  就代表

了当前解的概率分布. 考虑到薛定谔方程下, 波函

数的叠加性, 在实际应用中对于群体算法我们可以

将个体采样概率的叠加作为算法当前的波函数, 这
样定义的波函数的数学含义为当前全局最优解的分

布和当前算法采样分布, 即

ψ(x, t) =

k∑
i=1

ciϕi (x, t) (4)

ϕi (x, t) t i

ci k

k

其中,   为  时刻第  个可能薛定谔方程的解,

 为该解出现的几率,   为解的个数. 这种表示方法

在 QPSO算法中得到应用, 其对应的波函数就是 

个拉普拉斯分布的叠加. 算法波函数在迭代过程中

会不断变化, 从而可以直观地观察到算法的收敛过

程, 波函数收敛过程的示例参见文献 [18−19]. 

2.2.2    优化算法的能量

优化问题在量子模型下转变为求量子系统最低

能量的问题, 优化算法在迭代过程中能量会逐步减

小. 在经典模型下能量就是目标函数的值, 如模拟

退火算法当前的最优解就是当前算法的能量, 而在

量子模型下优化算法当前的能量是由波函数的概率

分布所决定的, 其计算方法为

E =

∫
|ψ(x, t)|2f(x)dx− E0 (5)

ψ(x, t) E0

E E0

∫
|ψ(x, t)|2f(x)dx

其中,   为算法当前的波函数,   为目标函数

值的理论最小值. 由于在量子模型下优化算法的解

被波函数以概率分布的形式所描述, 所以优化算法

的能量  就是算法当前解的数学期望.   在黑盒模

型下对于优化算法来说是未知的, 因此在算法实际

应用时往往只跟踪前面部分的值 

来研究算法的收敛过程, 这一能量称为相对能量.

S ES0

当算法迭代到某一尺度的基态时, 算法能量达

到这一尺度的最小值, 这时的能量称为零点能, 尺
度  下的零点能  为

ES0 =

∫
|ψS0 (x, t)|2f(x)dx− E0 (6)

ψS0 (x, t) S其中,   为尺度  下的基态波函数, 通常尺度

越小零点能会越小, 理论上讲零点能不能等于 0, 零

点能的存在是优化算法量子特性的表现, 也再一次

说明优化问题的解只能用概率形式的波函数来描述. 

2.2.3    优化算法的量子隧道效应

X X ′

在量子系统中粒子能通过势垒贯穿出现在经典

禁区, 我们称之为隧道效应, 这是量子系统所特有

的现象. 如图 1所示, 在一个双阱势能函数中, 不同

量子特性的系统, 对应了不同尺度的波函数. 而粒

子从  移动到  出现在禁区的几率为图中阴影部

分的面积.

  

–3 –2 –1 0 1 2 3
0

5

10

15
双阱函数

量子隧道

XX '

尺度 B

尺度 A

a b

函
数
值

 

图 1   量子隧道效应示意图

Fig. 1    Schematic diagram of quantum tunneling effect
 

[a, b]

Pab

在优化问题的量子模型下隧道效应是算法跳出

局部最优的一个基本机制[22], 也是优化问题概率性

和波动性的表现, 优化算法针对任意区域  发生

隧道效应的概率  可以利用波函数进行计算, 即

Pab =

∫ b

a

|ψ(x, t)|2dx (7)

在一些经典的优化算法中通常会包含一些差解

接受机制, 如模拟退火算法的Metropolis准则、遗

传算法的变异操作等, 其目的都是为了使算法能有

机会跳出局部最优区域. 优化问题在量子模型下由

波函数的概率解释所引起的隧道效应为优化算法跳

出局部最优化区域提供了一个“自然”机制, 优化算

法并不需要刻意地采用某种跳出局部最优的机制,
而只需要按照波函数的概率分布进行迭代演化. 

2.2.4    优化算法的熵

H

优化问题的波函数可以对优化算法的迭代过程

进行跟踪, 但对于高维目标函数其波函数无法直观

地表达; 同时对于迭代过程通常希望能给出一个具

有明确物理意义的量来研究算法的收敛过程. 所以

根据波函数的概率解释, 类比熵的定义可以定义优

化算法的熵 , 即
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H = −
∫
|ψ(x, t)|2 log |ψ(x, t)|2dx (8)

优化算法熵的物理意义为当前全局最优解的确

定度, 优化算法熵在每一次迭代时都有一个确定的

值, 它的值是由当前波函数所决定的, 通常随着算

法的收敛, 算法熵的值会逐步减小, 熵的值越小说

明算法针对全局最优解的确定度越大, 因此算法熵

代表了优化算法对当前最优解确定性的认识, 也可

以认为是对高维波函数的降维参数.
优化算法的熵随迭代次数变化的曲线称为熵收

敛曲线, 熵收敛曲线能反映算法对解确定度的收敛

情况, 与传统收敛曲线相比具有更深刻的物理意义.
熵收敛曲线可以作为优化问题量子模型下研究算法

收敛过程的数学工具. 

3    优化问题在量子理论下的探索
 

3.1    薛定谔方程下的随机搜索过程

在将优化问题引入量子系统之后, 就可以使用

量子物理的手段对优化问题的求解过程进行研究.
我们将通过量子理论中求解系统基态波函数的一种

重要方法, 扩散蒙特卡罗法 (Diffusion Monte Carlo,
DMC)[23], 分析在量子模型下群体优化算法的随机

行为. 

3.1.1    优化问题薛定谔方程与扩散方程的同构

t τ τ = it/ℏ

扩散蒙特卡罗的基础是基于薛定谔方程与扩散

方程的同构. 为了构造方程的同构, 将式 (3)中的时

间  替换为 ,    , 此时含时薛定谔方程转化

为实域的扩散方程, 即

∂ψ(x, τ)

∂τ
= S

∂2ψ(x, τ)

∂x2
− f(x)ψ(x, τ) (9)

同时, 一维无热源的热传导方程可以写为

∂u(x)

∂τ
= v

∂2u(x)

∂x2
(10)

v u(x)

f(x) = 0

其中,   为扩散系数,   为温度的分布. 对照含时

的薛定谔方程和一维热传导方程可以发现, 这两个

方程具有相同的结构. 特别地, 当系统未被约束时

, 此时优化问题的约束态量子模型退化为

自由粒子模型, 即

∂ψ(x, τ)

∂τ
= S

∂2ψ(x, τ)

∂x2
(11)

ψ(x, τ)

u

此时优化问题的薛定谔方程从形式上与扩散方

程完全相同, 这说明波函数  随时间的演化过

程和温度的分布  随时间的演化具有相似的行为.
而扩散蒙特卡罗方法则是通过构造随机粒子的扩散

行为, 模拟薛定谔方程下粒子的行为, 实现波函数

的演化过程. 

3.1.2    优化问题薛定谔方程的求解

在扩散蒙特卡罗方法中, 因为优化算法的时间

演化过程可以采用粒子的扩散过程来进行描述, 我
们可以通过向薛定谔方程引入一定的能量位移来影

响量子模型下优化算法的收敛迭代过程. 通常用含

时薛定谔方程来表示, 即

∂ψ(x, τ)

∂τ
= S

∂2ψ(x, τ)

∂x2
− [f(x)− ER]ψ(x, τ) (12)

ψ(x, τ) ER这里  为随时间演化的波函数,   为参

考能量, 参考能量可以认为是优化算法当前获得的

最低能量, 随着算法迭代的进行参考能量会逐步

下降.
f(x) x→∞假设   在   是有限的, 粒子被限制在

一个有限的空间内, 通过分离变量法求解, 方程的

解为

ψ(x, τ) =

∞∑
n=0

cnϕn(x)e−(En−ER)τ (13)

En ER = E0 E0其中,   为量子化的能级. 当  时,   为系

统的基态能量, 其他非基态波函数所对应的指数部

分都会随时间演化变为无穷小, 只保留基态所对应

的指数项, 所以方程变为

lim
τ→∞

ψ(x, τ) = c0ϕ0(x) (14)

ER = E0

ψ(x, 0) ϕ0

ER > E0

ER < E0

式 (14)说明当  时对应量子系统的初始波

函数   一定会演化收敛为基态波函数  , 这
意味着当参考能量等于基态能量时无论选择什么波

函数作为初始波函数, 最终都能收敛到基态波函数.
而当  时, 波函数会随着时间的演化不断发

散, 当  时, 波函数会随着时间的演化不断

耗散. 扩散蒙特卡罗据此设计了基于参考能量的

“生灭过程”, 让不符合条件 (会使得波函数发散或

耗散)的采样点不继续繁殖, 通过参考能量调节随

机行走的粒子的扩散行为, 最终影响波函数的演化

结果, 从而获得低能量约束条件对应的基态波函数

(粒子分布状态).
量子模型下波函数的时间演化从理论上说明了

薛定谔方程下优化算法的收敛行为, 优化算法的迭

代过程就是参考能量不断向基态能量的逼近过程,
当参考能量等于基态能量时就能确保收敛到基态波

函数. 

3.1.3    优化问题波函数的构造

从热力学的观点来看, 扩散过程是大量粒子的

一种群体行为, 优化问题在量子模型下与扩散方程
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的相似性从量子理论的角度解释了大量优化算法都

采用群体策略的原因. 薛定谔方程的时间演化说明,
通过随机生成初始的波函数, 可以通过模拟群体的

扩散行, 随时间向系统的基态波函数演化. 因此参

考式 (4)和式 (13)优化问题的初始波函数可以采

用如下的构造方法:

ψ(x, τ) =

k∑
i=1

ciψ0(x− xi) (15)

k xi

k ψ0(x− xi)
ci |ψ0(x− xi)|2

k x′i
ER

E0

这一构造方法采用在  个不同的位置以  为中心

生成  个预测的可能基态波函数 , 其出现

几率为 , 并以  为邻域采样函数分别生

成  个新的可能位置 . 在演化迭代过程中, 通过

比较采样值与  的关系, 逐步调整波函数演化的

过程, 使参考能量向  逼近, 在扩散蒙特卡罗中,
参考能量是种群数量相关的一个参考量.

相似地, 在许多优化算法中, 可以将当前最好

的解作为对参考能量的估算. 例如 PSO算法在迭

代过程中参考群体历史上的最优解和个体历史上

最优解, 事实上就是以群体历史上的最优解和个体

历史上最优解为参考能量, 对种群个体进行调节的

过程.
扩散蒙特卡罗方法是可以借鉴研究优化算法的

随机过程的一种物理方法, 除此之外许多量子力学

中求解基态波函数的方法, 都可以用于分析随机优

化过程. 

3.2    简单势阱对目标函数的逼近

f(x)

虽然可以利用扩散蒙特卡罗之类的方法对优化

问题的薛定谔方程进行求解, 但基于以下原因我们

无法直接获得一个复杂目标函数  所对应的基

态波函数, 需要通过对目标函数进行近似来获得基

态波函数的解.
f(x)1) 对于复杂目标函数  其对应的基态波函

数也是一个复杂的概率密度函数.
2) 薛定谔方程非常难解, 只有对一些简单的势

阱才能准确地获得波函数的解析解.
3) 对于优化问题来说, 只需要知道在全局最优

解附近的概率分布, 因此可以采用较为简单的势阱

模型对复杂目标函数进行逼近.
x0

x0

f(x)

x0

Taylor展开是关于某一个点  展开的, 它可

以在点  附近对目标函数进行逼近. 假设目标函数

 满足 Taylor展开的条件, 在全局最优极值点

 的 Taylor展开为

f(x) =

∞∑
n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)n (16)

f(x)

f ′(x0) = 0

对于满足 Taylor展开的任意目标函数  其

零阶、一阶和二阶 Taylor展开分别为 (函数在极值

点的一阶导数的值  )

f0(x) = f (x0) (17)

f1(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) = f (x0)
(18)

f2(x) = f (x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 (19)

f(x)目标函数  的零阶和一阶 Taylor展开均为

常数, 对应的量子模型为自由粒子. 目标函数的二

阶 Taylor展开为谐振子势能, 这种势阱经常作为平

衡位置附近复杂振动的一种近似, 其对应的基态波

函数为高斯分布. 如 MQHOA算法就是在这种势

阱逼近模型下所构造的算法, 采用目标函数的二阶

近似已能获得较好的优化性能 [ 2 4 − 2 9 ] .  更高阶的

Taylor展开所对应势能的薛定谔方程很难解出一

个简单的概率分布作为基态波函数, 所以通常不采

用更高阶的 Taylor展开作为目标函数的逼近.

δ

在采用简单势阱对优化问题近似逼近后, 相应

地, 可以通过式 (15), 利用不同势阱下的基态波函

数构造算法的邻域采样函数, 以获得不同的算法性

能. 同时 Taylor展开也不是唯一的近似方法, 一些

算法也会采用其他的逼近方法, 例如 QPSO算法采

用  势阱对目标函数进行逼近[30]. 也可以采用方势

阱对目标函数进行逼近, 则优化算法的邻域采样分

布为余弦分布.
不同优化算法邻域采样函数的选择, 可以在量

子理论下解释为对目标函数的某种势阱逼近的基态

波函数. 不同的邻域函数的构造连同不同的参考能

量的选择策略共同影响了优化算法的性能. 

3.3    多尺度过程的量子化解释

多尺度过程在优化算法中往往是一个必不可少

的过程, 大多数优化算法都会引入采样步长收缩策

略实现从全局搜索向局部搜索的变化. 例如模拟退

火算法中温度的逐步下降过程; 粒子群算法中惯性

权重的变化过程; 蚁群算法路径构建时信息素和距

离项本质上是在实现全局搜索和局部搜索的平衡.
多尺度过程是一个性能良好的全局优化算法所必须

的过程, 我们希望采用量子理论中的不确定性原理

对优化算法中的多尺度过程加以证明.
不确定性原理 (Uncertainty principle) 是

Heisenberg在 1927年首次提出的, 不确定性原理

认为粒子的位置和动量是一对不相容的观察量, 我
们不能同时对其进行精确测量. 量子理论中不确定
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A B Â B̂

性原理的一般性表述如下: 对于两个可观察物理量

(Observables)   和  所对应的算符  和  不对

易 (Non commuting).

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â ̸= 0 (20)

则这两个物理量不能同时精确测量, 即√
(∆A)2(∆B)2 ≥ 1

2
|[Â, B̂]| (21)

∆A ∆B其中,   和  为测量精度.

ψ(x)

L

类似地, 为了证明优化问题的不确定性原理,
需要首先定义位置算符和尺度算符. 优化问题的量

子模型认为优化问题的解是采用波函数  来描

述的, 在这一前提下优化问题的解不再是一个确定

的值而是一个概率分布, 这使得优化问题的解具有

位置和尺度 (尺度为频率的倒数)两个特性. 在量子

理论中物理观察量算符是通过其平均值来定义的,
优化问题的波函数代表了全局最优解的概率分布,
因此全局最优解位置的平均值  可以利用波函数

得出, 即

L =

∫
ψ∗(x)L̂ψ(x)dx =

∫
ψ∗(x)xψ(x)dx (22)

L̂因此优化问题的位置算符  可以表示为

L̂ = x (23)

ω̂

ω

同理, 全局最优解的频率算符  可以通过解的

频率平均值  得到:

ω =

∫
φ̂∗(ω)ωφ̂(ω)dω (24)

φ̂(ω) ψ(x)其中,   为优化问题的解  的傅利叶变换, 即

φ̂(ω) =

∫
ψ(x)e−iωxdx, ψ(x) =

∫
φ(x)eiωxdω

(25)

为了得到优化问题解的频率算符, 利用优化算

法的波函数的傅利叶变换对频率平均值计算式进行

如下的数学变换:

ω =

∫
φ̂∗(ω)ωφ̂(ω)dω =∫∫
ψ∗(x)eiωxωφ̂(ω)dxdω =∫∫
ψ∗(x)

(
−i ∂
∂x

)
eiωxφ̂(ω)dxdω =∫

ψ∗(x)

(
−i ∂
∂x

)
ψ(x)dx (26)

ω̂因此, 优化问题解的频率算符  为

ω̂ = −i ∂
∂x

(27)

根据量子理论中不确定性关系的一般定义, 优
化算法的解的位置算符和频率算符之间的对易关

系为

[ω̂, L̂]ψ(x) = (ω̂L̂− L̂ω̂)ψ(x) =[(
−i ∂
∂x

)
x− x

(
−i ∂
∂x

)]
ψ(x) =

− i
∂(xψ(x))

∂x
+ ix

∂(ψ(x))

∂x
=

− iψ(x) (28)

因此,

[ω̂, L̂] ̸= 0 (29)

ψ(x)

这一结论说明在量子模型的解释下, 任意优化

算法在一个尺度下都不能同时精确获得优化问题的

解  的频率信息和位置信息. 根据傅利叶分析的

原理, 大尺度下的搜索可以有效获得目标函数的频

率信息 (全局信息), 但位置精度会较低, 小尺度下

的搜索具有较低的频率精度, 但具有较高的位置精

度 (局部信息).
优化问题的不确定性关系可以表述为: 单一尺

度的搜索不可能同时获得精确的全局搜索能力和局

部搜索能力, 多尺度过程是优化算法的一个必要过

程. 多尺度过程在一些量子算法, 如量子退火算法

中也是一个重要的过程, 这类方法构造的物理系统

能不断降低体系的量子效应, 从而实现多尺度优

化[31−32], 这也证明了优化算法中广泛存在的多尺度

过程的必要性. 

4    量子理论下智能优化算法的实现

为验证量子理论框架对智能优化算法研究的有

效性, 本节将基于前面内容中的理论内容简述一种

基于扩散蒙特卡罗方法的智能优化算法. 在第 2节

中, 智能优化系统中采样点的运动行为被假设能够

被薛定谔方程所描述, 建立起了智能优化算法的量

子力学基础; 在第 3节中, 我们提到量子力学中的

蒙特卡罗方法可以用作模拟扩散方程中粒子的运动

行为, 从而求解薛定谔方程. 蒙特卡罗方法是一种

基于薛定谔方程和扩散方程的同构性, 利用随机行

走模拟粒子受扩散方程约束下的物理运动过程对优

化问题进行求解的优化方法, 其基础迭代过程可以

认为是量子理论下智能优化系统的基础迭代过程.

在此基础上, 通过算符的方法证明了算法多尺度过

程的必要性, 通过目标函数的 Taylor二阶近似, 将
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扩散蒙特卡罗这样求解基态问题的方法转换为求解

全局最优问题. 因此, 在本节中将首先简述其基础

迭代过程, 在此基础上融入前述内容中的多尺度过

程和 Taylor二阶近似下的中值替换策略, 构造出新

的算法, 并通过 CEC2013测试集对该算法进行简

单的测试. 

4.1    基于蒙特卡罗方法的基础迭代过程

τ = it/ℏ在扩散蒙特卡罗方法中, 经Wick转动 (  )
之后, 时变薛定谔方程下粒子的概率幅度可以通过

无数条可能轨迹上的积分来计算. 通过路径积分的

方式, 薛定谔方程的解可以表达为

Ψ(x, τ) = lim
N→∞

∫ ∞

−∞

N−1∏
j=0

dxj

 N∏
n=1

W (xn) =

P (xn, xn−1)Ψ (x0, 0) (30)

0 τ N ∆τ =

τ/N N →∞
其中, 从时刻  到时刻  平均分为  个部分,  

  (  ); 其中与空间中粒子动能项相关的

蒙特卡罗采样方程为

P (xn, xn−1) =
( m

2πℏ∆τ

) 1
2

exp

[
−m (xn − xn−1)

2

2ℏ∆τ

]
(31)

其中, 与粒子扩散过程中出现概率相关的权重函

数为

W (xn) = exp
[
− [f (xn)− ER]∆τ

ℏ

]
(32)

Ψ(x, τ)

路径积分的公式描述了粒子在扩散反应过程中

的运动和密度的变化, 因其可以被蒙特卡罗方法求

解, 故称之为扩散蒙特卡罗方法. 为了获得 ,
扩散蒙特卡罗方法包含了扩散方程采样和权重函数

计算两个阶段

Ψ(x0, 0)︸ ︷︷ ︸
初始态

→ · · · P (xn, xn−1)︸ ︷︷ ︸
蒙特卡罗采样

W (xn)︸ ︷︷ ︸
权重函数计算

· · · →

Ψ(xN , τ)︸ ︷︷ ︸
终态

(33)

Ψ(x0, 0) Ψ(xN , τ)

P (xn, xn−1) W (xn)

其中, 当存在初态  时, 终态  可以

被由随机扩散  和权重函数  所组

成的随机过程所获得; 在随机扩散环节, 新的粒子

根据蒙特卡罗采样方程产生; 在概率函数分配环节,
较差的粒子“死亡”, 较好的粒子产生更多的新粒子,
这便是大家所熟知的扩散蒙特卡罗方法中的“生灭”
过程.

扩散蒙特卡罗方法将求解含时薛定谔方程约束

态的问题转化为了一个计算机可执行的随机算法过

程. 可以认为薛定谔方程约束下智能优化系统的随

机迭代过程由粒子的蒙特卡罗采样行为和权重函数

计算两个部分所组成. 

4.2    基于多种群的多尺度量子谐振子算法实现

文献 [33]实现了多种群的叠加态量子谐振子

算法 (Multiple-population-based superposition
state MQHOA, MPSS-MQHOA), 其利用多种群

的思想对蒙特卡罗迭代过程进行扩展, 并针对数值

优化中的全局优化问题进行调整, 在算法中融入多

尺度过程和 Taylor二阶近似下的中值替换策略. 现
简述其主要策略如下.

ER

ps

ER

1) 参考能量的选择: 在蒙特卡罗方法中,   
参考能量会随着时间不断的动态调整, 其目的是通

过分支过程平衡种群的规模. MPSS-MQHOA为了

方便计算将种群规模  设置为常数, 在优化过程

中, 往往希望表现较差的粒子被缓慢地排除, 以维

持整个种群的多样性并避免算法早熟的问题. 因此

将整个种群中最差的粒子, 设置为参考能量. 与此

同时, 算法为了避免早熟, 在每轮迭代中有且仅有

一个最差的子种群会被淘汰. 其基于适应度值的参

考能量  可计算为

ER = max
{
fb
(
xb1
)
, fb

(
xb2
)
, · · · , fb

(
xbg
)}

(34)

fb(x
b
g) g其中,   是第  个子种群中适应度值最好的粒

子的适应度值.

n

g

Pmp (x
′
i, xi)

2)多种群的蒙特卡罗采样: 在该过程中, 每个

子种群中的粒子根据式 (31)产生, 来确定其在  时

刻的位置, 由此, 可以给出  个子种群的蒙特卡罗

采样方程  为

Pmp (x
′
i, xi) =

g∑
i=1

psi∑
j=1

1√
2πσs

e
−

(x
j
i
−xb

i )
2

2σ2
s (35)

g psi i

σs

xji i xbi

j

其中,   是子种群的个数,   是第  个子种群的规

模, 其可以通过权重函数的计算动态调整,   是当

前的搜索尺度,   是在第  个子种群的最优粒子 

附近产生的第  个粒子.

Wmp

(
xbg
)

g xbg

3) 子种群规模的调整: 在该过程中, 根据式

(32), 算法中子种群的权重函数  算法通过

第  个种群的最优值  计算. 为实现“生灭过程”所

获得在优势区域的粒子数量的积聚, 在多种群粒子

系统中, 为缓解数值优化问题中适应度值的波动会

导致权重函数剧烈的变化这一问题, 适应度值的排

序将被用于计算子种群的规模, 算法的子种群规模

可由下式计算:
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psfri = ps · Wmp(x
b
i )

g∑
i=1

Wmp(xbi )

=

ps · [(Rankf (xbi )−Rankf (ER))]α
g∑
i=1

[(Rankf (xbi )−Rankf (ER))]α
(36)

ps =
∑g
i=1 psi α

[1, 2, 3] pfri = 1

其中,   是所有种群中粒子数的和,  
是一个增加种群规模差异性的参数, 通常设置为

. 对于最差的子种群,  . 适应度值最差

的子种群会在下一轮迭代中被其他种群的平均位置

所替代, 可以认为是一种利用谐振子势阱的基态分

布中心对算法的子种群进行修正的操作, 该操作如下:

argmax
{
fb
(
xb1
)
, fb

(
xb2
)
, · · · , fb

(
xbg
)}
←(

1

g − 1

g−1∑
i=1

x1i , · · · ,
1

g − 1

g−1∑
i=1

xli

)
(37)

MPSS-MQHOA算法的伪代码如下:
g ps LB UB σs = UB − LB1:   初始化 ,  ,  ,  ,  

[LB, UB] g

xi (i = 1, · · · , psg)

2:   在  范围内随机产生  个子种群粒子位置

  

xi σps3:   计算所有粒子位置  的标准差 

4:   while (未达到终止条件)

σps > σs5: 　  while (  基态判据)

ER6: 　　  根据式 (34)选择参考能量 

psi7: 　　  根据式 (36)计算并调整子种群的粒子数 

i = 1 g8: 　　  for    to    do

i psi

x′
i

9: 　　　    根据式 (35)为第  个子种群产生  个粒

子 

f(x′
i) < f(xi)10:  　　　  当  时更新种群中的部分粒子

11:  　　end for

12:  　　根据式 (37)淘汰最差的子种群

13:  　end while

σs = σs/Cr14:  　缩小搜索尺度 

15:  end while

xbest f(xbest)16:  输出 ,  

g σs UB

LB

psi psi x′i f(xi) <

f(x′i)

σs Cr

在初始化步骤中, 在整个搜索空间中随机设置

 个子种群的位置, 并将搜索规模  设置为  和

 之间的值 (搜索空间的上界和下界). 算法的迭

代过程主要包括粒子密度调节和蒙特卡罗采样两

个阶段. 首先, 根据式 (36)计算每个子种群的种群大

小 . 随后, 使用式 (35)生成  粒子 , 当 

 时, 粒子被更新. 粒子系统的最差子种群在该

循环结束时被消除. 在尺度调整步骤中, 搜索尺度

 随着系数  逐渐减小. 迭代过程不断循环直到

满足终止标准, 输出最优值. 

4.3    实验及分析

为了验证本文理论对算法设计的有效性, 本节

选取了基于种群方差的自适应微分进化 (Popula-
tion＇s variance-based adaptive differential evolu-
tion, PVADE)[34]、标准粒子群优化 (SPSO2011)[35]、
QPSO[17]、失败者出局竞标赛烟花算法 (Loser-out
tournament based fireworks algorithm, LoTF-
WA)[36] 作为对照组与MPSS-MQHOA进行比较.

×D D

F1 ∼ F5
F6 ∼ F20 F21 ∼ F28

[−100, 100]

ps = 300 g = 30 α = 3

Cr = 1.2

所有的算法将在 CEC2013标准函数测试集[37]

上进行实验, 每组实验重复 51次, 单次运算的最大

迭代次数为 10 000 , 其中  为维度, 实验维度设

置为 30. 测试集一共包括 28个测试函数, 根据函数

结构不同可划分为单模函数 (  ), 多模函数

(  ), 组合函数 (  ). 所有函数的

定义域为 . 实验环境为 Intel(R) Core(TM)
i7-1160G7 CPU @ 1.20 GHz 2.11 GHz, 16.0 GB,
程序采用MATLAB2019编写. 其中MPSS-MQHOA
的粒子数设置为 , 子种群个数 ,  ,

; 其他算法参数根据其文献设置. 实验结果

见表 1, 其中 Mean为误差均值, Std. 为解的标准

差, 最优的实验结果在表中用粗体标出.
在单模函数上, PVADE表现出了优异的性能,

在除 F5外的所有函数上都排名第一. SPSO2011
的表现略好于MPSS-MQHOA, 在单模函数上排名

第二, MPSS-MQHOA排名第三. QPSO和 LoT-
FWA除了在 F1上表现较好, 在其他四个函数上都

落后于其他三种算法, 并列排名第四. 在多模函数

和组合函数上, 根据平均排名, MPSS-MQHOA排

名第一, LoTFWA排名第二, PVADE表现出的性

能较为均衡, 取得第三的排名成绩. SPSO2011和
QPSO表现较差, 分别排名第四和第五.

总的来说, 如表 1所示, PVADE在 30维问题

上 28个函数中的 11个函数获得了最小的平均误

差. 在单模函数上, MPSS-MQHOA和 LoTFWA
的平均误差排名远落后于 PVADE. 但这三种算法

在所有 28个函数上的平均排名却比较接近, 说明

后两种方法在多模函数和组合函数上具有良好的性

能. 同时, 具有多种群的 MPSS-MQHOA在 30维
问题中获得了 13个函数的最小平均误差, 其平均

排名为第一. 该实验结果证明了基于量子框架所设

计的算法相比于其他智能优化算法具有一定的竞争

力, 也间接证明了本文理论对算法设计的有效性. 

5    优化问题与量子理论相关性的讨论

在前面的各节中, 我们从不同角度分析了优化
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问题与量子理论的关系. 本节中将进一步阐明这些

理论的相互关系, 见表 2所示.

正如 1976年图灵奖获得者 Rabin所认为的: “应

该放弃的只是以完全确定的方式获得结果, 这种结

果可能出错, 然而出错的可能性微乎其微”. 不确定

性不仅是概率算法构造的一个重要概念, 在本文中,

它同时也是概率算法量子特性的基础.

x

从优化问题的不确定性出发, 优化问题解的表

达方式从一个确定的位置   变为了一个概率分布

ψ(x). 在可行域内某区域的解的分布的积分代表了

在该区域解出现的几率, 这与量子理论中波函数的

概率解释是一致的, 所以我们把这样的概率分布的

表达方式称之为优化问题解的波函数. 这也是我们

进一步尝试利用量子理论对优化问题进行讨论与研

究的基础. 在优化算法的研究中, 使用数学的方法

对随机过程进行研究是困难的, 而且通常需要对算

法框架进行极大的简化. 所以本文建立优化问题的

量子基础的核心思想是通过优化问题与势阱的等效

 
表 1    PVADE, SPSO2011, QPSO, LoTFWA和MPSS-MQHOA在 30维 CEC2013测试集下平均误差和

标准差的对比实验, 所有算法的终止条件为MaxFES = 300 000, 所有实验独立重复 51次
Table 1    Comparison of mean errors and standard deviations of PVADE, SPSO2011, QPSO, LoTFWA, MPSS-MQHOA,

under 30D CEC2013 benchmark functions. The stopping condition for all schemes is set at MaxFES = 300 000.
The experiments are repeated 51 times individually

PVADE SPSO2011 QPSO LoTFWA MPSS-MQHOA

F. Mean Std. Mean Std. Mean Std. Mean Std. Mean Std.

1 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00 0.00E + 00

2 4.24E + 04 2.74E + 04 1.06E + 05 4.90E + 04 1.90E + 07 7.65E + 06 2.13E + 06 7.21E + 05 8.96E + 05 2.14E + 05

3 1.39E + 06 4.58E + 06 5.64E + 07 8.68E + 07 3.98E + 08 8.77E + 08 3.94E + 07 7.23E + 07 3.01E + 06 3.21E + 06

4 1.11E + 02 9.05E + 01 1.97E + 03 7.77E + 02 1.20E + 04 2.77E + 03 7.03E + 03 1.97E + 03 1.69E + 04 3.56E + 03

5 1.12E − 04 3.35E − 04 4.72E − 04 3.75E − 05 1.77E − 05 1.51E − 05 1.60E − 02 1.41E − 02 2.40E − 03 3.61E − 04

AR. 1 ~ 5 1.20 1.60 2.40 2.20 3.20 3.20 3.20 3.20 3.00 2.80

6 4.73E + 01 2.49E + 01 1.46E + 01 1.86E + 01 3.87E + 01 1.95E + 01 1.94E + 01 1.25E + 01 2.42E + 01 2.18E + 01

7 7.33E + 00 5.53E + 00 4.32E + 01 1.44E + 01 4.79E + 01 1.57E + 01 5.40E + 01 1.23E + 01 2.63E + 01 1.04E + 01

8 2.09E + 01 4.64E − 02 2.09E + 01 6.31E − 02 2.10E + 01 4.03E − 02 2.09E + 01 6.20E − 02 2.09E + 01 6.50E − 02

9 1.05E + 01 2.37E + 00 2.37E + 01 4.41E + 00 2.55E + 01 8.37E + 00 1.55E + 01 2.03E + 00 1.59E + 01 1.78E + 00

10 5.36E − 01 6.07E − 01 2.47E − 01 1.32E − 01 2.86E + 00 1.61E + 00 5.60E − 02 2.89E − 02 4.48E − 02 3.76E − 02

11 6.12E + 01 1.07E + 01 6.96E + 01 2.36E + 01 1.66E + 02 1.97E + 01 6.59E + 01 1.47E + 01 3.41E + 01 9.77E + 00

12 1.01E + 02 1.53E + 01 5.65E + 01 1.52E + 01 2.04E + 02 1.49E + 01 7.71E + 01 1.64E + 01 3.36E + 01 8.56E + 00

13 1.22E + 02 1.59E + 01 1.19E + 02 2.76E + 01 2.03E + 02 1.21E + 01 1.45E + 02 2.62E + 01 7.36E + 01 1.69E + 01

14 3.20E + 03 3.77E + 02 4.34E + 03 7.89E + 02 6.20E + 03 5.36E + 02 2.69E + 03 3.13E + 02 2.57E + 03 3.32E + 02

15 5.29E + 03 3.90E + 02 4.30E + 03 5.99E + 02 7.25E + 03 3.07E + 02 2.81E + 03 3.89E + 02 2.50E + 03 3.16E + 02

16 2.32E + 00 3.06E − 01 1.74E + 00 3.06E − 01 2.50E + 00 2.78E − 01 6.74E − 02 2.44E − 02 1.36E − 01 3.84E − 02

17 9.39E + 01 1.24E + 01 1.32E + 02 3.20E + 01 2.36E + 02 1.61E + 01 6.60E + 01 1.05E + 01 5.56E + 01 5.96E + 00

18 1.67E + 02 1.13E + 01 1.20E + 02 1.65E + 01 2.42E + 02 1.42E + 01 6.82E + 01 1.01E + 01 5.55E + 01 6.94E + 00

19 6.48E + 00 2.62E + 00 6.95E + 00 3.36E + 00 1.76E + 01 1.74E + 00 3.48E + 00 7.68E − 01 2.24E + 00 5.63E − 01

20 1.34E + 01 1.93E + 00 1.30E + 01 1.94E + 00 1.24E + 01 4.08E − 01 1.32E + 01 9.99E − 01 1.36E + 01 1.04E + 00

21 3.26E + 02 8.62E + 01 3.35E + 02 6.63E + 01 2.86E + 02 7.88E + 01 1.98E + 02 1.41E + 01 3.02E + 02 3.46E + 01

22 2.53E + 03 5.87E + 02 3.97E + 03 8.07E + 02 6.37E + 03 4.79E + 02 3.08E + 03 3.59E + 02 3.07E + 03 4.17E + 02

23 5.21E + 03 4.82E + 02 4.32E + 03 7.14E + 02 7.25E + 03 3.01E + 02 3.30E + 03 4.26E + 02 3.32E + 03 5.49E + 02

24 2.24E + 02 1.23E + 01 2.46E + 02 9.15E + 00 2.46E + 02 9.01E + 00 2.43E + 02 9.81E + 00 2.19E + 02 4.58E + 00

25 2.49E + 02 2.12E + 01 2.77E + 02 9.40E + 00 2.59E + 02 8.05E + 00 2.80E + 02 8.07E + 00 2.66E + 02 1.12E + 01

26 2.49E + 02 6.12E + 01 2.69E + 02 7.02E + 01 2.96E + 02 6.60E + 01 2.00E + 02 3.48E − 02 2.00E + 02 3.55E − 02

27 5.21E + 02 8.32E + 01 7.31E + 02 1.03E + 02 7.52E + 02 1.03E + 02 7.21E + 02 1.15E + 02 5.38E + 02 4.34E + 01

28 2.73E + 02 1.80E + 02 3.22E + 02 1.57E + 02 3.93E + 02 3.18E + 02 2.84E + 02 5.47E + 01 3.00E + 02 8.96E − 09

AR. 6 ~ 28 2.87 3.43 3.35 4.13 4.48 3.04 2.43 2.30 1.87 2.09

AR. 1 ~ 28 2.57 3.11 3.18 3.79 4.25 3.07 2.57 2.46 2.07 2.21
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对比, 把优化问题作为薛定谔方程的约束条件引入

量子系统, 从而建立起薛定谔方程对随机搜索过程

的动态描述. 在量子物理领域中, 存在许多计算量

子体系势能的优化问题, 这类问题与计算机领域中

的优化问题并无本质区别, 这也是我们可以借用量

子系统对优化问题做类比研究的基础.
在此基础上, 我们从量子理论的角度出发尝试

对优化问题进行了以下几方面的探索与讨论:
1)薛定谔方程下的随机搜索过程: 在这一部分

中, 我们通过类比量子力学与计算机领域的优化方

法来研究随机搜索过程. 本文中讨论了扩散蒙特卡

罗方法这一比较有代表性的随机优化方法. 该方法

首先基于薛定谔方程与扩散方程的同构, 把薛定谔

方程转换至实数域中, 再对薛定谔方程的势能约束

条件 (目标函数)引入了参考能量的概念, 通过参考

能量调节随机行走的粒子的扩散行为, 最终影响波

函数的演化结果, 从而获得低能量约束条件对应的

基态波函数 (粒子分布状态). 单纯从优化算法的角

度来看, 扩散蒙特卡罗之类的算法与优化领域的算

法没有任何区别, 因此这类的方法中采用的数学物

理手段, 都可以用于研究分析优化算法, 这也是建

立优化问题与量子理论联系的优势所在.

δ

2)目标函数的近似: 由于计算机领域和量子物

理领域对优化问题求解的不同需求, 我们首先需要

把求解复杂目标函数转换成求解一个简单势阱的问

题. 本文在选择势阱逼近模型时采用二阶 Taylor近
似逼近目标函数时的量子模型为量子谐振子模型,
其对应的基态波函数为高斯分布. 相似地, 在 QPSO
算法中,   势阱用于对目标函数进行逼近, 其对应

的基态波函数为 Laplace分布; 同时根据薛定谔方

程下波函数的叠加特性, 利用简单势阱的基态波函

数, 构造出优化系统的邻域函数. 这与概率优化系

统中群体的概念是类似的, 在一定程度上印证了优

化系统的量子特性. 同时, 这一概念的有效性已被

我们的前期研究所证明. 并在这个框架下引入了更

精细的算法机制来提高算法的性能[25−28].
3)多尺度过程: 在许多优化算法中, 搜索尺度

策略是影响算法性能的一个重要因素. 我们通过量

子系统中优化问题的波函数的解释, 类比地定义了

优化问题物理量的算符. 并通过位置算符和频率算

符的相互关系, 证明了优化问题的测不准关系, 从
而从量子物理的角度证明了优化问题多尺度策略必

要性.

上述讨论说明优化问题与优化算法在量子理论

的框架下可以得到部分的解释, 这说明优化问题与

量子理论存在一定的相关性. 为分析优化算法提供

数学物理理论的支持. 

6    结束语

本文针对优化问题量子特性展开讨论, 其目的

并不是为了提出一种新的优化算法, 而是希望为优

化问题和优化算法的研究和分析提供一种新的

视角.

本文通过对比研究表明, 量子理论与优化问题

之间确实存在广泛的内在联系, 量子理论给出了描

述优化问题的较为完备的数学框架, 为研究优化问

题提供了一种有明确物理意义的数学工具. 虽然本

文未对细节进行展开讨论, 但我们现有的研究表明,

在这一模型指导下的算法设计是有效的, 并且可以

得到一些不错的结果.

从优化领域的发展趋势看提出新的优化算法不

再是现在的研究焦点, 探索为优化问题建立统一的

理论模型在现阶段变得尤为重要. 量子理论作为优

化问题统一模型的理论基础是一个不错的选择, 本

文的研究结果也支持这一结论. 但相关的研究还有

待进一步的深入, 事实上的确还有一些重要问题并

没有得到解决, 例如优化算法的隐含并行性问题

(Implicit parallelism)[38−39] 的量子解释, 我们希望在

今后的工作中完成.

 
表 2    优化算法与量子理论的对应关系

Table 2    The relationship between optimization algorithm and quantum theory

优化算法 量子理论 说明

优化问题的解 ψ(x)波函数 优化问题的概率描述

优化问题 薛定鄂方程的约束条件 通过势阱等效将优化问题引入量子系统

优化系统的动态模型 含时薛定鄂方程 含时薛定鄂方程描述了随机搜索过程

多尺度过程 不确定性关系 通过算符的概念证明了多尺度过程的必要性

群体策略 波函数的叠加性 通过波函数的叠加性解释了算法种群的必要性

跳出局部最优 量子隧道效应 可以通过波函数来计算隧道效应概率

解的确定性 波函数熵 通过波函数定义优化算法的熵
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