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摘    要   针对具有未知动态和M个平衡点的连续时间非线性系统, 将线性自适应最优切换控制器和未建模动态补偿器相

结合, 基于嵌入转换技术和近似动态规划思想, 提出一种自适应最优切换控制方法. 首先在非线性系统的M个平衡点建立

M个线性化模型, 当模型参数已知时, 提出由线性最优切换控制器、切换准则、未建模动态补偿器以及非线性系统组成的控

制系统结构; 当模型参数未知时, 在每个平衡点附近采集输入和状态数据, 利用黎卡提方程的迭代求解公式、最小二乘方法、

极小值原理以及二次规划技术得到非线性系统的自适应最优切换控制器和最优切换序列; 最后进行仿真实验, 实验结果验

证了所提方法的有效性、优越性和实际可应用性.
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实际工业过程的被控对象大多是非线性的, 比

如电镕镁砂熔炼过程的电极、钢球磨煤机制粉过程

的磨机等等. 非线性系统结构复杂, 往往难以得到

精确的数学模型, 其控制问题一直是控制领域相关

学者和工程师的研究难点和热点之一.
经典的非线性控制方法, 如反馈线性化方法[1−2],

由于需要已知精确的数学模型, 无法应用到实际的

工业过程中. 为了解决这个问题, 文献 [3]针对具有

全状态约束的高阶非线性随机系统, 利用模糊逻辑

系统逼近未知非线性函数, 提出了一种新的模糊自

适应反步控制方法. 文献 [4]在文献 [3]的基础上,
针对具有指数型性能函数的高阶非线性随机系统,
提出了基于模糊逻辑系统和反步法的模糊自适应有

限时间跟踪控制方法. 当被控对象的非线性较弱或

在某一平衡点附近运行时, 通常采用近似线性模型

进行描述, 并针对该模型设计控制器. 例如, 文献 [5]
利用递归近似理论, 将非线性系统看作线性时变序

列系统的极限, 针对线性时变序列系统设计线性二

次最优序列控制器, 从而实现原非线性系统的二次

最优控制. 文献 [6]利用泰勒公式将非线性系统在

某一平衡点附近表示为线性模型与高阶非线性项的

组合, 将开环解耦补偿器、非线性神经网络补偿器

和一步超前最优加权自适应控制器结合, 提出了非

线性系统基于神经网络的自适应动态解耦控制方

法. 文献 [7]考虑到模型阶次的不匹配问题, 通过引

入降阶模型, 采用带死区的归一化投影算法对线性
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模型参数进行辨识, 利用高阶神经网络估计高阶非

线性项, 将带有滤波器的极点配置自适应比例积分

微分 (Proportional integral derivative)控制器与

神经网络补偿器相结合, 提出了非线性系统基于神

经网络的自适应 PID控制方法. 神经网络收敛速度

较慢且容易陷入局部极小点, 高阶非线性项的估计

精确度较低. 为了解决这一问题, 文献 [8]首次引入

了控制器驱动模型和虚拟未建模动态的概念, 基于

线性控制器驱动模型构造一步超前最优自适应控制

器, 结合虚拟未建模动态补偿器, 提出了非线性系

统自适应切换控制方法. 文献 [9]针对复杂的热交

换过程, 设计了具有虚拟未建模动态补偿的一步最

优比例积分 (Proportional integral)控制器, 并提

出了数据驱动的双速率控制方法. 上述控制方法虽

然能够取得良好的控制效果, 但是当系统的非线性

较强或平衡点发生变化时, 这种只考虑单一平衡点

的控制方法往往会使控制性能下降甚至导致整个系

统失稳.

M

k-

很多实际工业过程的平衡点都会随着工况的不

同而发生变化, 比如电熔镁砂熔炼过程的平衡点随

着原料成分和加料阶段的不同会发生变化; 钢球磨

煤机制粉系统中磨机的平衡点随着原煤成分和湿度

的不同而发生变化. 本文针对一类具有  个平衡点

的非线性系统, 研究基于多模型切换的自适应控制

方法. 多模型自适应控制方法一般用于改善系统的

暂态性能或解决参数跳变系统的控制问题, 如文

献 [10]针对一类连续时间线性系统, 为改善系统的

暂态性能, 提出了基于直接模型参考自适应控制的

多模型切换控制方法. 文献 [11]针对一类参数跳变

离散时间线性系统, 提出了基于间接自校正控制的

多模型切换控制方法. 文献 [12]针对一类参数跳变

离散时间非线性系统, 通过引入  差分算子, 分别

设计了线性自适应控制器和基于神经网络的非线性

自适应控制器, 通过两个控制器之间的切换, 可以

提高系统的性能和稳定性. 为了避免不良切换行为,
文献 [13]采用滞后切换逻辑消除了参数估计器对

初始条件的依赖, 通过利用鲁棒线性时不变工具实

现高性能的控制目标, 结合控制器混合策略, 提出

了多模型自适应混合控制方法. 针对文献 [13]所提

方法需要模型数量大的问题, 文献 [14]采用分离处

理原则, 充分利用所有辨识模型信息, 采用二级自

适应方法建立自适应控制器. 为了消除系统非线性

项对控制输入应严格线性的限制, 文献 [15]针对离

散时间非线性系统, 采用极点配置控制方法, 提出

了由线性间接自校正控制器、基于神经网络的非线

性间接自校正控制器和切换机制组成的多模型自适

应控制器. 很多研究将多模型自适应控制方法应用

到实际系统中, 并且取得了较好的控制效果. 文
献 [16]将多模型自适应切换控制方法应用于电力

系统低频振荡中, 建立了不同工况下的线性小信号

模型, 采用递归贝叶斯方法计算每个模型代表实际

电力系统的概率, 根据这个概率得到每个控制器输

出的占比权重, 最终的控制输出即为每个控制器输

出的概率加权平均值. 文献 [17]针对动态特性随不

同负载状态而变化的柔性传送系统, 分别在不同负

载状态处建立线性模型, 提出了基于闭环输出误差

最小化的参数估计算法和基于极点配置的多模型自

适应切换控制方法. 文献 [18]以钢球磨煤机制粉系

统为例, 针对一类具有多变量强耦合强非线性且动

态特性随不同运行条件而变化的复杂工业过程, 将
其在不同平衡点处用不同的线性模型和非线性未建

模动态项组成的估计模型来描述, 提出了由非线性

解耦控制器、线性解耦控制器和多模型切换机制组

成的智能解耦控制方法. 文献 [19]针对串联电容补

偿输电线路的风力系统次同步谐振问题, 采用传统

线性控制方法设计控制器, 根据系统条件设计该控

制器的监控控制器, 该方法之后被拓展到了双馈异

步发电机在串联补偿输电系统中的次同步振荡问题[20].
上述多模型控制方法中, 用于切换的控制器是针对

单一时刻的性能指标设计的, 具有次优性, 无法保

证切换序列和控制系统的最优性.

M

M M

M

M

在实际工业生产过程中, 保证控制系统性能最

优对实现工业过程整体优化控制是至关重要的. 本
文针对具有未知动态和  个平衡点的连续时间非

线性系统, 将嵌入转换法和近似动态规划技术相结

合, 提出了一种自适应最优切换控制方法, 一方面

能够保证切换序列的最优性, 另一方面可以实现控

制系统的最优性能, 改善控制系统的动态品质. 首
先在非线性系统的  个平衡点附近采集  组输入

和状态数据, 利用黎卡提方程的迭代求解公式和最

小二乘方法得到针对每个线性模型的最优控制器增

益的估计, 利用极小值原理得到  个近似线性化模

型. 然后利用嵌入转换法将  个近似线性化模型嵌

入到一个连续时间大系统中, 通过二次规划技术得

到非线性系统的线性自适应最优切换控制器和最优

切换序列. 最后, 将线性自适应最优切换控制器和

未建模动态补偿器相结合, 实现了控制目标. 仿真

实验验证了本文所提方法的有效性、优越性和实际

可应用性.
M本文针对具有未知动态和  个平衡点的连续

时间非线性系统, 提出了自适应最优切换控制方法.
主要创新点如下:

1) 提出了由线性最优切换控制器、切换准则和

未建模动态补偿器组成的控制器结构;
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M M

2) 模型参数已知时, 基于嵌入转换技术提出了

由  个模型、  个最优控制器和切换准则组成的

线性最优切换控制器;

M M

3) 模型参数未知时, 基于嵌入转换技术和近似

动态规划思想提出了由  个近似线性化模型、 

个自适应最优控制器和切换准则组成的线性自适应

最优切换控制器. 

1    问题描述

M考虑由如下模型描述的具有  个平衡点的连

续时间非线性非仿射系统:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (1)

x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T n

u(t) = [u1(t), u2(t), · · · , um(t)]T m

f(x(t), u(t)) = [f1(·, ·), f2(·, ·), · · · , fn(·, ·)]T :

Rn ×Rm → Rn

其中    是   维状态向

量,    是   维控制输入

向量,  
  表示连续可微的未知非线性向量函数.

M

u(t)

本文的目标是针对具有  个平衡点的未知非

线性系统 (1), 寻找最优切换序列和自适应最优切

换控制律 , 使得闭环系统渐近稳定.

M

i ∈ {1, 2, · · · , M}
(xi, ui)

非线性非仿射系统结构复杂, 很难直接根据它

的模型设计控制器. 通常的做法是将非线性系统在

某一平衡点附近线性化, 针对等价的近似线性模型

设计控制器, 从而实现对原非线性系统的有效控制,
如文献 [4−5]等. 为此本文将非线性系统 (1)在 

个平衡点附近泰勒展开, 得到第 

个平衡点  附近的等价近似线性模型:

ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) + vi(t) (2)

ẋ(t) =

Aix(t) +Biu(t) i

i Ai =
∂f
∂x

∣∣∣
u=ui
x=xi

Bi =
∂f
∂u

∣∣∣
u=ui
x=xi

(Ai, Bi) vi(t)

i

M

等价模型 (2) 包括两部分 ,  第一部分  

 表示第   个平衡点附近的线性化模

型 , 其中  和  为适当维数

的未知常值矩阵且  可控; 第二部分  为

第  个平衡点附近的未建模动态. 为建立非线性系

统 (1)在  个平衡点附近的控制器设计模型, 引入

如下单位脉冲序列记号

δ(b) =

{
1, b = 0

0, b ̸= 0

b其中  是整数, 则系统 (1)可表示为

ẋ(t) =

M∑
i=1

δ(σ(t)− i)[Aσ(t)x(t) + Bσ(t)u(t) + vσ(t)]

(3)

σ(t) ∈ {1, 2, · · · , M}其中  表示切换信号. 与此同时,
本文所提出的控制器结构也包括两部分, 第一部分

根据基于线性化模型建立的如下控制器设计模型进

行设计:

ẋ(t) =

M∑
i=1

δ(σ(t)− i)[Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t)] (4)

第二部分根据线性化产生的建模误差来设计, 用于

消除未建模动态影响, 实现闭环系统渐近稳定.

∑M
i=1 δ(σ(t)− i)

∑
i δ(σ(t)− i)

在不引起混淆的情况下 ,  接下来我们将

 简化为  .
 

2    自适应最优切换控制器设计
 

2.1    参数已知时的最优切换控制器

Ai Bi i = 1, · · · , M当  和   (  )已知时, 我们提出

了如图 1所示的由线性最优切换控制器、切换准则、

未建模动态补偿器以及非线性系统组成的控制系统

结构, 其中线性最优切换控制器和切换准则根据控

制器设计模型 (4), 利用嵌入转换法[21]、极小值原理

和二次规划方法获得; 未建模动态补偿器根据非线

性系统状态和最优模型状态之间的误差设计.
δ(σ(t)− i)首先令  在区间 [0, 1]内连续变化, 利

用嵌入转换法将式 (4)嵌入到一个连续时间大系统

中. 然后根据该嵌入式连续时间大系统的最优控制

问题:

min V =
1

2

∫ ∞

0

[
xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)

]
dt

s.t. ẋ(t) =
∑
i

δ(σ(t)− i)[Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t)]

(5)

δ(σ(t)− i) ∈ [0, 1] Q、R

(Aσ(t),
√
Q)

其中  ,    为适当维数的参数

矩阵且  可观, 采用极小值原理和二次规

划方法得到切换准则函数:

Jσ(t) = xT(t)Pσ(t)Aσ(t)x(t) −
1

2
xT(t)Pσ(t)Bσ(t)R

−1BT
σ(t)Pσ(t)x(t) (6)

Pσ(t)其中  根据如下黎卡提方程求解:

Pσ(t)Aσ(t) +AT
σ(t)Pσ(t) −

Pσ(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t)Pσ(t) +Q = 0 (7)

Jσ(t) Jσ(t)每一时刻, 比较 , 选择与最小的  对应

的线性最优切换控制律:

uL(t) = −Kσ(t)x(t) (8)

σ(t) Kσ(t)其中  为最优切换序列,   表示线性最优切换

控制器的增益, 通过下式求解:

Kσ(t) = R−1BT
σ(t)Pσ(t) (9)

接下来, 为消除未建模动态对控制系统性能的

影响, 我们设计了如下未建模动态补偿器:
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ue =
a1em

||em||+ a2
(10)

a1 ∈ Rm×n a2

em = x− x∗ x∗ σ(t)

其中   为可调参数矩阵,    为可调参数,
 为建模误差,   为最优线性化模型 

的状态.
Ai Bi i = 1, · · · , M综上,   和   (  )已知时最优切

换控制律为:

u = −Kσ(t)x(t) +
a1em

||em||+ a2
(11)

注 1. 线性最优切换控制律和最优切换序列推

导过程见附录 A.

δ(σ(t)− i) δ(σ(t)− i)

注 2. 针对控制器设计模型 (4), 通过嵌入扩大

 的取值范围, 令  在区间 [0, 1]
内连续变化, 将由多个近似线性模型组成的式 (4)
嵌入到一个连续时间大系统中; 通过转换将针对控

制器设计模型 (4)的最优切换控制问题转化为针对

该嵌入式连续时间大系统的最优切换控制问题. 

2.2    参数未知时的自适应最优切换控制器

Ai Bi (i = 1, · · · , M)

Pσ(t)

M

M

σ(t)

K̂σ(t)

P̂σ(t) Pσ(t)Aσ(t)

M M

当   和      未知时, 无法通过

式 (7)得到 , 无法得到如式 (6)所示的切换准

则函数和式 (8)所示的线性最优切换控制律. 为解

决这一问题, 本文提出了一种自适应最优切换控制

方法. 首先在非线性系统的  个平衡点附近采集

 组输入、状态数据, 利用黎卡提方程的迭代求解

公式和最小二乘算法得到针对线性化模型  的自

适应最优控制器增益  以及黎卡提方程近似解

, 并根据贝尔曼方程得到  的估计, 从

而得到  个平衡点附近的  个线性化模型; 然后

M将  个线性化模型嵌入到一个连续时间大系统中,

针对该嵌入式连续时间大系统基于极小值原理和二

次规划技术设计线性二次型最优控制律, 进而得到

最优切换序列和线性自适应最优切换控制律; 最后

将线性自适应最优切换控制律和未建模动态补偿器

相结合应用到非线性系统中, 实现对未知动态非线

性系统的自适应最优切换控制.

Ai Bi i = 1, · · · ,
M

针对控制器设计模型 (4), 当   和   ( 

 )已知时, 根据 Kleinman定理[22], 很容易得到如

下推论:

Kσ(t), 0 ∈ Rm×n

σ(t) Pσ(t), k

推论 1. 令  为针对线性化模型

 的稳定反馈控制器增益矩阵,   为下面李

雅普诺夫方程的对称正定解:∑
i

δ(σ(t)− i)(Aσ(t) −Bσ(t)Kσ(t), k)
TPσ(t), k +

∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t), k(Aσ(t) −Bσ(t)Kσ(t), k) +

∑
i

δ(σ(t)− i)KT
σ(t), kRKσ(t), k +Q = 0

(12)

δ(σ(t)− i) ∈ {0, 1}
∑

i δ(σ(t)− i) = 1 k =

1, 2, · · · Kσ(t), k

其中   且  ,  

  表示迭代次数,   满足∑
i

δ(σ(t)− i)Kσ(t), k =

R−1
∑
i

δ(σ(t)− i)BT
σ(t)Pσ(t), k−1 (13)

Kσ(t), k Pσ(t), k σ(t)

Kσ(t) Pσ(t)

则  和  分别收敛于针对线性化模型 

的最优控制器增益  和黎卡提方程解 , 即

 

切换

准则
非线性

系统

未建模动态

补偿器

+

未建模动
态补偿器

的输出 ue

最优切
换控制

律 u

非线性
系统的

状态 x

最优切换
序列 s(t)

+

线性最优切换控制器

线性最优切
换控制律 uL

-

最优线性模

型的状态 x*

最优控制器 1

最优控制器 2

最优控制器 M

模型 1

模型 2

模型 M

..
.

..
.

..
.

..
.

...
...

..
.

 

Ai Bi图 1      和  已知时的控制系统结构

Ai BiFig. 1    Control system structure when    and    are known
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lim
k→∞

∑
i

δ(σ(t)− i)Kσ(t), k =
∑
i

δ(σ(t)− i)Kσ(t)

(14a)

lim
k→∞

∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t), k =
∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t)

(14b)

Ai Bi

(i = 1, · · · , M)

定理 1. 针对控制器设计模型 (4), 当  和 

 未知时, 使性能指标

V =
1

2

∫ ∞

0

[
xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)

]
dt (15)

最小的切换准则函数为:

Jσ(t) = xT(t)Nσ(t)x(t)−
1

2
xT(t)K̂T

σ(t)RK̂σ(t)x(t)

(16)

K̂σ(t) σ(t)

Kσ(t) Nσ(t)

Pσ(t)Aσ(t)

其中  是针对线性化模型  的最优控制器增

益   的估计, 根据式 (17) 求解;    是矩阵

 的估计, 根据式 (18)求解:

Θσ(t)

[
ˆ̄Pσ(t)

vec(K̂σ(t))

]
= Ξσ(t) (17)

vec(Nσ(t)) = [(xT ⊗ xT)T(xT ⊗ xT)]−1 ×

(xT ⊗ xT)TDσ(t) (18)

Θσ(t)
ˆ̄Pσ(t) Ξσ(t) vec(C)

m× n C

mn ⊗

其中 ,    和   的定义见后文,   是把

 维矩阵   按列的顺序一列接一列地组成的

 维向量,   代表克罗内克积,

Dσ(t) = −1

2
xTQx− 1

2
uTRu− xT(RK̂σ(t))

Tu

线性自适应最优切换控制律为:

uL(t) = −K̂σ(t)x(t) (19)

σ(t) Jσ(t)其中  为与最小的  对应的最优切换序列.
M

σ(t)

K̂σ(t) P̂σ(t)

证明. 首先根据离线采集的  组输入、状态数

据, 计算针对线性化模型  的自适应最优控制器

增益  以及黎卡提方程近似解 . 受文献 [23]

启发, 将式 (4)等价表示为:

ẋ(t) =
∑
i

δ(σ(t)− i){Aσ(t), kx(t) +Bσ(t) ×

[Kσ(t), kx(t) + u(t)]} (20)

Aσ(t), k = Aσ(t) −Bσ(t)Kσ(t), k其中 . 根据式 (12)和
式 (13), 沿着式 (20)的解, 可以得到

xT(t + δt)
∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t), kx(t + δt) −

xT(t)
∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t), kx(t) =

∫ t+δt

t

∑
i

δ(σ(t)− i)[xT(AT
σ(t), kPσ(t), k +

Pσ(t), kAσ(t), k)x+ 2(u+Kσ(t), kx)
T ×

BT
σ(t)Pσ(t), kx]dτ = −

∫ t+δt

t

xTQσ(t), kxdτ +

2

∫ t+δt

t

∑
i

δ(σ(t)− i)(u +

Kσ(t), kx)
TRKσ(t), k+1xdτ (21)

Qσ(t), k = Q+
∑

i δ(σ(t)− i)KT
σ(t), kRKσ(t), k

Aσ(t) Bσ(t)

∑
i δ(σ(t)−

i) [xT(AT
σ(t), kPσ(t), k + Pσ(t), kAσ(t), k)x] −xT ×

Qσ(t), kx Bσ(t)∑
i δ(σ(t)−i)BT

σ(t)Pσ(t), k

∑
i δ(σ(t)−i)RKσ(t), k+1

其中 . 由

此, 可以将包含未知矩阵  和  的 

  项用  

  代替. 同理, 可以将包含未知矩阵   的

  用  

代替.
由克罗内克积的定义, 可知

xTQσ(t), kx = (xT ⊗ xT)vec(Qσ(t), k) (22)∑
i

δ(σ(t)− i)(u+Kσ(t), kx)
TRKσ(t), k+1x =

[(xT ⊗ xT)(In ⊗
∑
i

δ(σ(t)− i) ×

KT
σ(t), kR) + (xT ⊗ uT)(In ⊗R)] ×∑
i

δ(σ(t)− i)vec(Kσ(t), k+1) (23)

In n其中,   表示  维单位矩阵. 定义如下运算

Pσ(t) =


pσ(t), 11 . . . pσ(t), 1n

...
. . .

...
pσ(t), n1 . . . pσ(t), nn

 ∈ Rn×n →

P̄σ(t) =
[
pσ(t), 11, 2pσ(t), 12, · · · , 2pσ(t), 1n, pσ(t), 22,

2pσ(t), 23, · · · , 2pσ(t), (n−1)n, pσ(t), nn
]T ∈ R

1
2n(n+1)

x = [x11, · · · , xnn] ∈ Rn →

x̄ =
[
x2
11, x11x22, · · · , x11xnn, x

2
22, x22x33,

· · · , xn−1, n−1xnn, x
2
nn

]T ∈ R
1
2n(n+1)

l对于正整数 , 定义矩阵

δxx = [x̄(t1)− x̄(t0), x̄(t2)− x̄(t1), · · · ,

x̄(tl)− x̄(tl−1)]
T ∈ Rl× 1

2n(n+1)

Ixx =

[∫ t1

t0

x⊗ xdτ,
∫ t2

t1

x⊗ xdτ, · · · ,

∫ tl

tl−1

x⊗ xdτ

]T
∈ Rl×n2
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Ixu =

[∫ t1

t0

x⊗ udτ,
∫ t2

t1

x⊗ udτ, · · · ,

∫ tl

tl−1

x⊗ udτ

]T
∈ Rl×mn

0 ≤ t0 < t1 < · · · < tl其中  . 由式 (22) 和式 (23) 可
知, 式 (21)可等价表示为:

Θσ(t), k


∑
i

δ(σ(t)− i)P̄σ(t), k∑
i

δ(σ(t)− i)vec(Kσ(t), k+1)

 = Ξσ(t), k

(24)

其中

Θσ(t), k = [δxx, −2Ixx(In ⊗
∑
i

δ(σ(t)− i)KT
σ(t), k ×

R)− 2Ixu(In ⊗R)] ∈ Rl×[ 12n(n+1)+mn]

Ξσ(t), k = −Ixxvec(Qσ(t), k) ∈ Rl

Θσ(t), k当  为列满秩矩阵时,
∑
i

δ(σ(t)− i)P̄σ(t), k∑
i

δ(σ(t)− i)vec(Kσ(t), k+1)

 =

(Θ
T

σ(t), kΘσ(t), k)
−1ΘT

σ(t), kΞσ(t), k (25)

σ(t) k

Kσ(t), k+1

由此, 可以得到线性化模型  第  次迭代的自适

应最优控制器增益 .
K̂σ(t)

Kσ(t) Θσ(t) Ξσ(t)

K̂σ(t)

ˆ̄Pσ(t) P̄σ(t)

P̂σ(t)

令  为迭代终止时的自适应最优控制器增

益并作为  的估计,   和  为迭代终止时

的数据向量, 可以得到  的计算公式如式 (17)

所示. 令  为迭代终止时的  的估计, 由此可

以得到黎卡提方程的近似解 .

σ(t) Pσ(t)Bσ(t)

Pσ(t)Aσ(t) M

M Ai Bi

接下来, 针对线性化模型  求解矩阵 

和  的估计, 从而得到  个平衡点附近的

 个线性化模型. 当  和  已知时, 易知∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t)Bσ(t) =
∑
i

δ(σ(t)− i)KT
σ(t)R

(26)

Ai Bi Lσ(t) Pσ(t)Bσ(t)因此,   和  未知时, 若记  为  的估

计, 则

Lσ(t) = K̂T
σ(t)R (27)

Pσ(t)Aσ(t) σ(t)  的估计可根据线性化模型  的贝尔曼

方程得到, 易知∑
i

δ(σ(t)− i)xT(t)Pσ(t)[Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t)] +

1

2
[xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)] = 0 (28)

σ(t)

Pσ(t)Aσ(t) Nσ(t) Dσ(t) Nσ(t)

P̂σ(t) M

将式 (27)代入上式, 利用离线采集的第  组输入、

状态数据, 通过求取最小二乘解可以得到如式 (18)
所示的矩阵  的估计 . 根据 ,  
以及 , 可以很容易得到  个平衡点附近的近

似控制器设计模型:

ẋ =
∑
i

δ(σ(t)− i)[P̂−1
σ(t)Nσ(t)x+ P̂−1

σ(t)Lσ(t)u] (29)

δ(σ(t)−
i) [0, 1] δ(t) = [δ(σ(t)− 1), · · · ,
δ(σ(t)−M)]T W = {δ ∈ RM :

∑
i δ(σ(t)− i) =

1, δ(σ(t)− i) ≥ 0}

最后求取最优切换序列和线性自适应最优切换

控制律. 针对模型 (29), 应用嵌入变换法, 使 

 在  内连续变化, 为此令 

 并记  

. 定义哈密顿函数:

H(x, δ, u) =
1

2
[xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)] +

xT(t)
∑
i

δ(σ(t)− i)P̂σ(t) ×

{P̂−1
σ(t)Nσ(t)x+ P̂−1

σ(t)Lσ(t)u} (30)

易知, 针对嵌入式近似控制器设计模型的最优控制

律为:

uL(t) = −
∑
i

δ(σ(t)− i)K̂σ(t)x(t) (31)

将式 (31)代入式 (30), 化简可得

H(x, δ) =
1

2
xTQx+

∑
i

δ(σ(t)− i)xTNσ(t)x −

1

2

∑
i

δ(σ(t)− i)xTK̂T
σ(t)R ×

K̂σ(t)xδ(σ(t)− i) (32)

δ(σ(t)− i)

H(x, δ)

下面将  作为决策变量, 通过最小化

, 可以得到最优切换序列.
δ(σ(t)− i) H(x, δ)实际上, 选择  使  最小等价为

使式 (33)最小

H̄(x, δ) =

(
− 1

2

∑
i

δ(σ(t)− i)xTK̂T
σ(t) ×

RK̂σ(t)xδ(σ(t)− i) +∑
i

δ(σ(t)− i)xTNσ(t)x

)
(33)

W H̄

δ(σ(t)− i) ∈ {0, 1}
σ(t)

这是一个二次规划问题, 由于  是凸集,   是凹函

数, 该问题的全局极小值一定在 

取得[21], 且该全局极小值对应的  即为最优切换

序列. 由此可以得到如式 (16)的切换准则函数和

式 (19)的线性自适应最优切换控制律.  □

Lσ(t) K̂σ(t)注 3. 由式 (27)可知  的估计精度由 
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K̂σ(t)

Kσ(t) Lσ(t)

Pσ(t)Bσ(t) Nσ(t)

K̂σ(t)

的估计精度决定. 由文献 [23]易知,   收敛于参

数已知时的最优控制器增益 , 因此  收敛

于 . 由式 (28)可知  的估计精度由最

小二乘估计算法的精度和  的估计精度共同决定.

l0

l ≥ l0 rank([Ixx, Ixu]) =
n(n+1)

2 +

mn Θσ(t), k {Pσ(t), k}∞k=0

{Kσ(t), k}∞k=0 Pσ(t)

Kσ(t)

注 4. 在每个平衡点附近, 如果存在正整数 ,
使得对于任意 , 都有 

, 即矩阵  是满秩的, 那么序列 

和  分别收敛到黎卡提方程的解  和

最优控制器增益  [23].
未建模动态补偿器的设计与线性模型参数已知

时的情况类似, 即

ue =
a1êm

||êm||+ a2
(34)

a1 ∈ Rm×n a2

êm = x− x̂∗ x̂∗ σ(t)

其中   为可调参数矩阵,    为可调参数,
 为建模误差,   为最优线性化模型 

的状态.
Ai Bi (i = 1, · · · , M)综上,    和       未知时自适应

最优切换控制律为:

u = −K̂σ(t)x(t) +
a1êm

||êm||+ a2
(35)

自适应最优切换控制器设计流程如图 2所示. 

3    仿真实验

为了验证本文所提方法的有效性, 我们分别进

行了模型参数已知时最优切换控制和模型参数未知

时自适应最优切换控制的数值仿真实验, 并分别与

单一的针对一个模型的最优控制器和自适应最优控

制器进行了对比. 除此之外, 为了验证本文所提方

法的实际可应用性, 我们进行了模型参数未知时双

容水箱液位系统的自适应最优切换控制仿真实验. 

3.1    参数已知时最优切换控制数值仿真实验

考虑如下连续时间非线性系统:{
ẋ1 = −x1 + (cos(2x1) + 2)u1 − 2x2

ẋ2 = −x2x
2
1 + (cos(2x1) + 2)u2

(36)

x = [x1, x2]
T ∈ R2 u = [u1, u2]

T ∈
R2

其中  是状态向量,  
 是输入向量.

u = [u1, u2]
T = [−3, 10]T,

[−2, 10]T [−1, 10]T

ẋ = [ẋ1, ẋ2]
T = [0, 0]T

[ur1, ur2, xr1, xr2]
T [−3, 10, −4.4685,

0.5592]T [−2, 10, −4.2642, 0.7565]T [−1, 10,

我们的目标是针对已知的非线性系统 (36), 寻找

最优切换序列和最优切换控制律, 使得闭环系统渐

近稳定. 为此, 首先分别将 

 和  施加到非线性系统 (36)上, 并

令  得到非线性系统 (36)的三

个平衡点, 即    =  

,      和    

−4.0264, 1.1119]T

δ(σ(t)− i) ∈ {0, 1}
∑3

i=1 δ(σ(t)−
i) = 1 3

. 将式 (36)分别在上述三个平衡点

处泰勒展开, 并令  且 

, 可以得到非线性系统 (36)在  个平衡点附

近的控制器设计模型:

ẋ(t) =

3∑
i=1

δ(σ(t)− i)[Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t)] (37)

其中

 

开始

解

计算 dxx, Ixx, Ixu

对于 k ≥ 1

结束

是

否

给定初始时间 t0, 设置 t0 ≤ t ≤ tmax

计算 uL(t) = −Ks(t)x(t)

M 个平衡点附近施加激励
输入信号

计算 vec(Ns(t)) = [(xT ⊗ xT)T (xT ⊗ xT)]−1(xT ⊗ xT)T Ds(t)

 

计算 Js(t) = xT(t)Ns(t)x(t)−−xT(t)KT
s(t)RKs(t)x(t)

d(s(t) − i)Ps(t),kS
i

−

d(s(t) − i)vec(Ks(t),k + 1)S
i

= (QT
s(t),k Qs(t),k)

−1QT
s(t),k Xs(t),k

k ← k + 1 ||Ps(t),k − Ps(t),k − 1||≤ e

得到 M 个线性化模型的
控制器参数 Ps(t), Ks(t)

^ ^

计算 Ds(t) = −−xTQx −−uTRu − xT (RKs(t))
Tu^

2
1

2
1

2
1

得到 M 个线性化模型
x = P−1 Ns(t)x + P−1 Ls(t)us(t) s(t)

^. ^

^ ^

根据 s(t) 选择对应的线性化
模型

 

图 2    自适应最优切换控制器设计算法流程

Fig. 2    Flow chart of adaptive optimal switching
control algorithm
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A1 =

[
−3.8124 −2

14.3725 −19.9672

]
B1 =

[
1.1167 0

0 1.1167

]

A2 =

[
−4.1244 −2

22.0736 −18.1833

]
B2 =

[
1.3756 0

0 1.3756

]

A3 =

[
−2.9606 −2

28.5601 −16.2116

]
B3 =

[
1.8026 0

0 1.8026

]
x(0) = [x1(0), x2(0)]

T =

[−4.4685, 0.5592]T
接下来给定随机初始状态 

, 并选择控制器参数矩阵

Q =

[
1000 0
0 1000

]
, R =

[
1 0
0 1

]
(38)

和未建模动态补偿器参数

a1 =

[
−150 0
0 −150

]
, a2 = 1.5 (39)

t = 50 s t = 100 s

最后将最优切换控制器 (6) ~ (11)加入到系统

(36), 得到如图 3所示的状态曲线, 如图 4所示的控

制输入曲线和如图 5所示的最优切换序列. 结合图 3
和图 4, 在  和  时, 虽然系统的平衡

点发生变化, 但是采用本文提出的最优切换控制方

法仍能够将状态很快调节到平衡点附近并保持不变.

[ur1, ur2, xr1, xr2]
T

[−1, 10, −4.0264, 1.1119]T

x(0) = [x1(0), x2(0)]
T = [−4.4685,

0.5592]T

为了验证本文所提最优切换控制方法的优越

性, 我们与单一的针对一个模型的最优控制方法进

行了对比实验. 以针对平衡点    =
 处的线性化模型为例 ,

给定初始状态  

, 选择控制器参数矩阵如式 (38)所示, 未建

模动态补偿器参数如式 (39)所示.

[ur1,

ur2, xr1, xr2]
T [−1, 10, −4.0264, 1.1119]T

图 6和图 7分别为所得到的状态曲线和控制输

入曲线. 根据图 6和图 7可以看出, 针对平衡点  
  =   处的线

性化模型设计的控制器只能将状态调节到对应的平

衡点附近. 当平衡点发生变化时, 系统的状态存在

稳态误差. 但是由于平衡点的变化引起的建模误差

可近似为常数, 因此状态曲线虽然偏离平衡点但恒

定不变. 

3.2    参数未知时自适应最优切换控制数值仿真

实验

本节的目标是针对未知非线性系统 (36), 寻找

[ur1, ur2, xr1, xr2]
T = [−2, 10, −4.2642, 0.7565]T

[ur1, ur2, xr1, xr2]
T=[2, 10,−2.5517, 3.6570]T

[u1, u2]
T = [sin(0.1t), sin(0.5t)]T

t = 0 s t = 2 s

δxx, Ixx, Ixu

最优切换序列和自适应最优切换控制律, 使得闭环

系统渐近稳定. 不失一般性, 这里我们以两个平衡

点为例进行仿真实验. 结合图 2, 首先分别在平衡点

  和

  附近施加

激励输入信号, 即  ,

从  到 , 以 0.01 s为采样周期, 分别采

集 201组输入和状态数据, 计算  . 选择
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图 3    采用最优切换控制器时系统的状态

Fig. 3    State curves of the system when using
the optimal switching controller
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图 4    采用最优切换控制器时系统的控制输入

Fig. 4    Input curves of the system when using
the optimal switching controller
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图 5    采用最优切换控制器时系统的最优切换序列

Fig. 5    Optimal switching sequence of the system when
using the optimal switching controller
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控制器参数矩阵

Q =

[
640 0

0 1 300

]
, R =

[
1 0

0 1

]
(40)

||Pσ(t), k − Pσ(t), k−1|| ≤ 10−3

σ(t) = 1, 2 k

P̂σ(t) K̂σ(t)

终止循环的条件为  , 其

中 ;   代表迭代次数. 根据式 (17)分别

得到针对两个模型的  和 , 即:

P̂1 =

[
18.6529 7.2042

7.2042 25.5722

]

K̂1 =

[
23.3398 −13.3013

7.7872 23.0313

]

P̂2 =

[
61.0059 41.1278

41.1278 43.2923

]

K̂2 =

[
13.6682 16.8537

−13.8988 27.0332

]
(41)

Nσ(t)

然后利用所采集的输入和状态数据求解式 (18),

分别得到针对两个模型的 , 即:


N1 =

[
−66.1478 62.8418

62.8418 −330.5263

]

N2 =

[
−23.5253 108.6936

108.6936 −278.6044

] (42)

最后, 根据式 (29)可以得到两个线性化模型如

下式所示:

ẋ =

[
−23.3988 9.5227

18.9538 19.2376

]
x+

[
1.6294 0.078

−0.979 0.8784

]
u

ẋ =

[
−8.6163 33.3435

12.6493 −44.7606

]
x +

[
−0.1068 −1.8045

0.4908 2.3387

]
u

(43)

x(0) = [x1(0), x2(0)]
T =

[−4, 0]T t0 = 0 s tmax = 100 s

将两个线性化模型嵌入到一个连续时间大系统

中, 结合图 2, 给定初始状态  
 和初始时间  , 设置  , 选

择未建模动态补偿器参数

a1 =

[
−100 0

0 −100

]
, a2 = 1.5 (44)

t ≥ tmax

t = 50 s

将自适应最优切换控制器 (35)加入到非线性

系统, 当满足  时, 可以得到如图 8所示的状

态曲线, 如图 9所示的控制输入曲线和如图 10所
示的切换序列. 在 , 由于平衡点突变, 切换

序列发生改变, 导致系统的状态震荡, 经过 1.8 s的
调节时间, 系统的状态被调节到平衡点附近并保持

不变.

[ur1, ur2, xr1, xr2]
T = [−2, 10,

−4.2642, 0.7565]T

P̂1 K̂1 N1

[ur1, ur2, xr1,

xr2]
T = [−2, 10, −4.2642, 0.7565]T

t = 50 s

为了验证本文所提自适应最优切换控制方法的

优越性, 我们以平衡点  
 为例, 与单一的针对一个模型的

自适应最优控制方法进行了对比实验. 选择控制器

参数矩阵如式 (40), 根据式 (17)和式 (18)可以得

到 ,   和  分别如式 (41)和式 (42)所示, 根据

式 (29)可以得到线性化模型如式 (43)所示, 选择

未建模动态补偿器参数如式 (44)所示. 所得到的状

态曲线和控制输入曲线如图 11 和图 12 所示. 从
图 11和图 12可以看出, 针对平衡点  

 设计的自适应最

优控制器只能将状态调节到对应的平衡点附近. 与
模型参数已知时情况相同, 当  时, 平衡点发

生变化, 系统状态存在稳态误差. 但是由于平衡点

的变化引起的建模误差可近似为常数, 因此状态曲
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图 6    采用最优控制器时系统的状态

Fig. 6    State curves of the system when using
the optimal controller

 

 

−10

0

10

20

10

20

30

−3

6

50.0 50.1

50.0 50.1

−2
100.0 100.2

100.0 100.5

7

8

20

10

16

0 50 100 150

0 50 100 150
Time /s

u 1
u 2

 

图 7    采用最优控制器时系统的控制输入

Fig. 7    Input curves of the system when using
the optimal controller
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线虽然偏离平衡点但恒定不变. 

3.3    参数未知时双容水箱液位系统的自适应最优

切换控制仿真实验

为了进一步验证所提方法的实际可应用性, 接
下来针对如图 13所示的双容水箱液位系统进行仿

真实验[24]. 它主要由水池、水泵 1、水泵 2、水罐 1和
水罐 2及两个液位传感器组成. 水泵 1和水泵 2分

别将水池中的水经过橡胶管抽取到水罐 1和水罐

2中, 两个水罐底部存在漏水孔, 水罐 1中的水经过

漏水孔流入水罐 2, 水罐 2中的水经过漏水孔流入

水池, 形成闭环.
根据物料平衡原理, 建立双容水箱液位系统的

机理模型:
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图 8    采用自适应最优切换控制器时系统的状态

Fig. 8    The state curves of the system when using
the adaptive optimal switching controller
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图 9    采用自适应最优切换控制器时系统的控制输入

Fig. 9    The input curves of the system when using
the adaptive optimal switching controller
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图 10    采用自适应最优切换控制器时系统的切换序列

Fig. 10    The switching sequence of the system when
using the adaptive optimal switching controller
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图 11    采用自适应最优控制器时系统的状态

Fig. 11    State curves of the system when using
the adaptive optimal controller
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图 12    采用自适应最优控制器时系统的控制输入

Fig. 12    Input curves of the system when using
the adaptive optimal controller
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图 13    双容水箱结构

Fig. 13    Structure of the coupled-tank
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ẋ1 =

Kp1u1 −Ao1

√
2gx1

At1

ẋ2 =
Ao1

√
2gx1 +Kp2u2 −Ao2

√
2gx2

At2

(45)

x1 x2 u1

u2 Kp1 Kp2

Ao1 Ao2 At1 At2 g

其中  和  分别表示水罐 1和水罐 2的液位,  
和  分别表示水泵 1和水泵 2的电压,   、  、

 、  、  、  和  的含义及取值如表 1所示.

  
表 1    模型中涉及的符号含义及取值

Table 1    The symbol meaning and value involved
in the model

符号 含义 取值

Kp1 水泵 1增益 3.3 

Kp2 水泵 2增益 3.3 

Ao1 漏水孔 1的横截面积 0.1781 cm2 

Ao2 漏水孔 2的横截面积 0.1781 cm2 

At1 水罐 1的横截面积 15.5179 cm2 

At2 水罐 2的横截面积 15.5179 cm2 

g 重力加速度 981 cm/s2 
 

u = [u1, u2]
T =

[6.5, 4]T [8, 4]T

ẋ = [ẋ1, ẋ2]
T = [0, 0]T

[6.5, 4, 14.17, 25.2]T [8, 4,

11.2, 21.17]T

[u1, u2]
T = [sin(0.1t), sin(0.5t)]T

t = 0 s t = 2 s

δxx, Ixx, Ixu

我们的目标是针对双容水箱液位系统 (45), 寻
找最优切换序列和自适应最优切换控制律, 使系统

的液位渐近稳定. 为此, 首先分别将 

  和   施加到双容水箱液位系统 (45)上,
并令  得到双容水箱液位系统

(45)的两个平衡点, 即   和  
. 结合图 2, 分别在两个平衡点附近施加

激励输入信号, 即  ,
从  到 , 以 0.01 s为采样周期, 分别采

集 201组输入和状态数据, 计算 . 选择

控制器参数矩阵

Q =

[
200 0

0 200

]
, R =

[
1 0

0 1

]
(46)

||Pσ(t), k − Pσ(t), k−1|| ≤ 10−3

σ(t) = 1, 2 k

P̂σ(t) K̂σ(t)

终止循环的条件为  , 其
中 ;   代表迭代次数. 根据式 (17)分别

得到针对两个模型的  和 , 即:

P̂1 =

[
−288.8054 74.6466

74.6466 34.7536

]
K̂1 =

[
10.9831 −11.2885

11.6796 8.8839

]
P̂2 =

[
−211.7805 64.137

64.137 39.1294

]
K̂2 =

[
10.7373 −10.6546

10.7262 9.5193

]
(47)

然后利用所采集的输入和状态数据求解式 (18),

Nσ(t)分别得到针对两个模型的 , 即:
N1 =

[
1.0611× 105 −4.0546× 104

−4.0546× 104 1.5371× 104

]

N2 =

[
7.8901× 104 −3.499× 104

−3.499× 104 1.5392× 104

] (48)

最后, 根据式 (29)可以得到两个近似线性化模

型如下式所示:

ẋ =

[
−430.16 163.78

−242.73 90.5

]
x+

[
−0.0784 0.0165

−0.1563 0.2202

]
u

ẋ =

[
−429.95 190.02

−189.49 81.89

]
x +

[
−0.089 0.0154

−0.1264 0.2181

]
u

(49)

x(0) = [x1(0),

x2(0)]
T = [0, 0]T t0 = 0 s tmax =

160 s

将两个近似线性化模型嵌入到一个连续时间

大系统中, 结合图 2, 给定初始状态  
 和初始时间  , 设置 

 和输入电压限幅为 0 ~ 22 V, 选择未建模动态

补偿器参数

a1 =

[
−100 0

0 −100

]
, a2 = 1.5 (50)

t = 80 s

t ≥ tmax

t = 120 s

当  时, 将自适应最优切换控制器 (35)
加入到双容水箱液位系统, 当满足  时, 可以

得到如图 14所示的液位曲线, 如图 15所示的控制

输入曲线和如图 16所示的切换序列. 在 ,
平衡点突变, 经过 2.1 s的调节时间, 系统的液位被

调节到平衡点附近并保持不变.

[6.5, 4, 14.17, 25.2]T

P̂1 K̂1 N1

[6.5, 4, 14.17, 25.2]T

t = 120 s

为了验证本文所提自适应最优切换控制方法的

优越性 , 我们以平衡点    为例 ,

与单一的针对一个模型的自适应最优控制方法进行

了对比实验. 选择控制器参数矩阵如式 (46)所示.
根据式 (17)和式 (18)可以得到 ,   和  分别

如式 (47)和式 (48)所示. 根据式 (29)可以得到线

性化模型如式 (49)所示. 选择未建模动态补偿器参

数如式 (50)所示. 可以得到如图 17所示的液位曲

线和如图 18所示的控制输入曲线. 根据图 17和图 18
可以看出, 针对平衡点   设计的

自适应最优控制器只能将液位调节到对应的平衡点

附近. 当  时, 平衡点发生变化, 系统液位存

在稳态误差. 
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4    结论

M

M

M

针对具有未知动态和  个平衡点的连续时间

非线性系统, 本文提出了一种自适应最优切换控制

方法. 该方法首先在非线性系统的  个平衡点附近

采集状态信息和输入信息, 利用最小二乘法和黎卡

提方程迭代求解公式得到最优控制器增益的估计,
利用极小值原理得到  个平衡点附近的线性化模

型. 然后将嵌入转换法和近似动态规划方法相结合,

得到了非线性系统的最优切换序列和线性自适应最

优切换控制器. 最后, 将线性自适应最优切换控制

器和未建模动态补偿器相结合, 实现了对非线性系

统的最优控制. 仿真实验表明和单一的最优控制方

法相比, 本文所提方法能够实现较好的控制效果且

具有实际可应用性. 

附录A    参数已知时的线性最优切换控

制律和最优切换序列推导过程

δ(t) = [δ(σ(t)− 1), · · · , δ(σ(t)−M)]T

W = {δ ∈ RM :
∑

i δ(σ(t)− i) = 1, δ(σ(t)− i) ≥ 0}
令  , 并记

  .
针对控制器设计模型 (4)的嵌入式模型:

ẋ(t) =
∑
i

δ(σ(t)− i)[Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t)] (A1)

δ(σ(t)− i) ∈ [0, 1]其中 , 定义哈密顿函数:

H(x, δ, λ) =
1

2
xT(t)Qx(t) +

1

2
uT(t)Ru(t) +

λT(t)
∑
i

δ(σ(t)− i)[Aσ(t)x(t) +

Bσ(t)u(t)] (A2)
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图 14    采用自适应最优切换控制器时水箱的液位

Fig. 14    Levels of the coupled-tank when using
the adaptive optimal switching controller
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图 15    采用自适应最优切换控制器时水箱的控制输入

Fig. 15    Input curves of the coupled-tank when using
the adaptive optimal switching controller
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图 16    采用自适应最优切换控制器时水箱的切换序列

Fig. 16    Switching sequence of the coupled-tank when
using the adaptive optimal switching controller
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图 17    采用自适应最优控制器时水箱的液位

Fig. 17    Levels of the coupled-tank when using
the adaptive optimal controller
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图 18    采用自适应最优控制器时水箱的控制输入

Fig. 18    Input curves of the coupled-tank when using
the adaptive optimal controller
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则协态方程为

λ̇(t) = −∂H

∂x
= −Qx(t)−

∑
i

δ(σ(t)− i)AT
σ(t)λ(t)

(A3)

∂H
∂u = 0令 , 可以得到

u(t)= −R−1
∑
i

δ(σ(t)− i)BT
σ(t)λ(t) (A4)

把式 (A4)代入式 (A2)可以得到

H(x, δ, λ) = λT(t)
∑
i

δ(σ(t)− i)Aσ(t)x(t)−
1

2
×

∑
i

δ(σ(t)− i)λT(t)Bσ(t)R
−1 ×

BT
σ(t)λ(t)δ(σ(t)− i) +

1

2
xT(t)Qx(t)

(A5)

δ(σ(t)− i)

H δ(σ(t)− i) H

接下来, 我们将问题转化为如何选择 

使  最小. 易知, 选择  使  最小可简化

为使下式最小:

H0(x, δ, λ) = − 1

2

∑
i

δ(σ(t)− i)λT(t)Bσ(t)R
−1 ×

BT
σ(t)λ(t)δ(σ(t)− i) + λT(t) ×∑
i

δ(σ(t)− i)Aσ(t)x(t) (A6)

它可看作是一个二次规划问题:

min−1

2

∑
i

δ(σ(t)− i)G(t)δ(σ(t)− i) +

∑
i

δ(σ(t)− i)λT(t)Aσ(t)x(t)

s.t. δ(σ(t)− i) ∈ W (A7)

G(t) = λT(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t)λ(t), W = {δ ∈ RM :∑
i δ(σ(t)− i) = 1, δ(σ(t)− i) ≥ 0} R

−G(t) ≤ 0

W H0

δ(σ(t)− i) ∈ {0, 1}

其中 

 为凸集. 当   为

正定矩阵时,  , 因此问题式 (A7)可看作

凹函数在凸集  上的最小化问题,   的全局最小

值一定在  取得[21]. 根据式 (A6),

选择切换准则函数:

Jσ(t) = λT(t)
∑
i

δ(σ(t)− i)Aσ(t)x(t)−
1

2
×

∑
i

δ(σ(t)− i)λT(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t) ×

λ(t)δ(σ(t)− i) (A8)

令

λ(t) =
∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t)x(t) (A9)

Pσ(t)其中  为对称实矩阵. 对式 (A9)两边分别求导

并整理得

λ̇(t) =
∑
i

δ(σ(t)− i)[Pσ(t)Aσ(t) −

Pσ(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t)Pσ(t)]x(t) (A10)

将式 (A3)和式 (A10)对比, 可以得到∑
i

δ(σ(t)− i)[Pσ(t)Aσ(t) +AT
σ(t)Pσ(t) −

Pσ(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t)Pσ(t)] +Q = 0 (A11)

式 (A9)分别代入式 (A8)和式 (A4)可以得到:

Jσ(t) = xT(t)
∑
i

δ(σ(t)− i)Pσ(t)Aσ(t)x(t)−
1

2
×

∑
i

δ(σ(t)− i)xT(t)Pσ(t)Bσ(t)R
−1 ×

BT
σ(t)Pσ(t)x(t)δ(σ(t)− i) (A12)

u(t) = −R−1
∑
i

δ(σ(t)− i)BT
σ(t)Pσ(t)x(t) (A13)

δ(σ(t)− i) ∈ {0, 1}由于 , 结合式 (A12)和式 (A11),
可以得到切换准则函数:

Jσ(t) = xT(t)Pσ(t)Aσ(t)x(t)−
1

2
xT(t) ×

Pσ(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t)Pσ(t)x(t) (A14)

Pσ(t)其中  根据黎卡提方程求解:

Pσ(t)Aσ(t) +AT
σ(t)Pσ(t) −

Pσ(t)Bσ(t)R
−1BT

σ(t)Pσ(t) +Q = 0 (A15)

Jσ(t) Jσ(t)每一时刻, 计算并比较 , 求出最小的 

对应的线性最优切换控制律:

u(t) = −Kσ(t)x(t) (A16)

σ(t) Kσ(t)其中  表示最优切换序列,   表示线性最优切

换控制器的增益, 通过下式求解:

Kσ(t) = R−1BT
σ(t)Pσ(t) (A17)
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