
 

 

未知非线性零和博弈最优跟踪的事件触发控制设计
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摘    要   设计了一种基于事件的迭代自适应评判算法, 用于解决一类非仿射系统的零和博弈最优跟踪控制问题. 通过数值

求解方法得到参考轨迹的稳定控制, 进而将未知非线性系统的零和博弈最优跟踪控制问题转化为误差系统的最优调节问

题. 为了保证闭环系统在具有良好控制性能的基础上有效地提高资源利用率, 引入一个合适的事件触发条件来获得阶段性

更新的跟踪策略对. 然后, 根据设计的触发条件, 采用 Lyapunov方法证明误差系统的渐近稳定性. 接着, 通过构建四个神

经网络, 来促进所提算法的实现. 为了提高目标轨迹对应稳定控制的精度, 采用模型网络直接逼近未知系统函数而不是误差

动态系统. 构建评判网络、执行网络和扰动网络用于近似迭代代价函数和迭代跟踪策略对. 最后, 通过两个仿真实例, 验证

该控制方法的可行性和有效性.
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在实际应用中, 外部干扰带来的困难总是存在

的, 因此在设计控制器时不可避免地需要考虑扰动[1].
 最优控制作为鲁棒最优控制方法的一个重要分

支, 在抑制外界扰动对系统性能的影响方面得到了

广泛的关注[2−4]. 二人零和博弈作为  最优控制的

特有形式, 其核心思想是要求控制输入使得代价函
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数最小化并且扰动信号使得代价函数最大化. 近年

来, 对于非线性零和博弈的最优控制问题, 学者们

大多通过求解相应的 Hamilton-Jacobi-Isaacs方程,
这比求解 Hamilton-Jacobi-Bellman方程更加困难[5].
到目前为止, 尚缺乏有效的方法来得到解析解. 受
到强化学习方法的启示, Werbos 在文献 [6]中提出

了一种自适应能力强的自适应动态规划 (Adaptive
dynamic programming, ADP)方法. 该方法能够获

得一般情况下令人满意的 Hamilton-Jacobi-Isaacs
方程的数值解. 由于 ADP的智能属性, 使得相关的

方法受到了广泛的关注[7−15]. ADP算法在实现过程

中常见的两种结构形式为: 启发式动态规划和双重

启发式动态规划. 此外, ADP算法在迭代方面可分

为值迭代[7−8] 和策略迭代[9−10] 两类. 值迭代算法从任

意半正定初始代价函数出发, 不需要初始稳定控制

策略. 值得注意的是这个初始代价函数通常设为零,
使得值迭代算法更容易实现. 策略迭代算法需要从

初始稳定控制律开始, 逐步改进控制策略以达到最

优控制律. 到目前为止, 已有大量工作通过采用 ADP
方法解决各种控制问题, 例如约束控制[11]、最优跟

踪控制[12]、鲁棒控制[13] 和事件触发控制[14] 等, 这充

分彰显了 ADP算法的适用性和巨大潜力. 特别地,
文献 [8]首次分析了启发式动态规划框架下值迭代

算法的收敛性. 文献 [15]研究了一种带有折扣不确

定非线性动态系统的代价保证自适应最优反馈镇定

问题. 在本文中, 将采用迭代 ADP算法来获得零和

博弈跟踪控制下的近似最优策略对.
近几十年来, 非线性系统的最优控制问题一直

是控制工程领域的研究热点. 众所周知, 最优控制

问题可以分为最优跟踪[16] 和最优调节[17] 两大类, 其
中, 最优跟踪的实质是使系统的状态跟踪上预设的

参考轨迹, 而最优调节的实质是使状态最终收敛到

平衡点. 如今, ADP算法已被广泛应用于解决最优

轨迹跟踪问题. 文献 [18]针对离散时间非线性系统

的迭代启发式动态规划算法设计了一个性能指标,
用于解决无限时域最优轨迹跟踪问题. 文献 [12]设
计了基于执行－评判框架的局部无模型控制器, 用
于在线控制系统状态跟踪上目标轨迹. 文献 [19]通
过转换代价函数, 设计一种新型的跟踪控制方法用

于消除跟踪误差. 值得注意的是, 上述方法更倾向

于控制模型已知的仿射系统, 而对于模型未知的非

仿射系统却难以获得良好的控制效果. 为了有效地

解决非仿射系统的跟踪控制问题, 文献 [20]基于迭

代双重启发式动态规划算法设计了一种数值计算的

方法来获得目标轨迹的稳定控制. 在实际应用方面,
文献 [21]设计了一种基于折扣广义值迭代的智能

算法用于跟踪控制污水处理过程中溶解氧和硝态氮

的质量浓度. 如今, 通过采用 ADP算法解决轨迹跟

踪问题已经得到了广泛的研究. 然而, 对于未知非

线性系统零和博弈跟踪控制问题的研究却很少. 在
本文中, 将采用数值计算方法求解目标轨迹的稳定

控制, 然后根据这个稳定控制来获得跟踪控制律和

跟踪扰动律, 进而解决未知非线性系统的零和博弈

跟踪控制问题.
在系统稳定控制的基础上, 能源损耗问题已经

逐渐成为工业发展的焦点之一. 事件触发控制通过

设计一个合适的事件触发条件, 在这个预定义的条

件被违反时对系统状态进行采样. 由于与传统的周

期性时间触发控制相比, 事件触发控制能够减少控

制所需的通信量和计算资源, 因此这种控制模式特

别适合于嵌入式系统和网络控制系统[22]. 在事件触

发控制过程中, 控制器并不是以连续的方式更新控

制律, 而是在控制系统的离散采样时刻瞬间进行更

新. 然而, 在两个连续的采样时刻之间存在着最大

允许传输间隔, 为了达到预期的性能, 触发间隔通

常选择在允许范围之内. 为此, 相关研究者在提出

各种事件触发控制方法上做出了大量贡献[22−27]. 文
献 [23]设计了一种基于事件的近似最优控制器用

于解决离散时间非仿射系统的控制约束问题. 文
献 [24]针对一类仿射离散时间非线性系统, 设计了

一种次优的事件触发条件. 文献 [25]针对未知非线

性系统设计了一种基于事件的迭代自学习控制器,
并从输入到状态稳定性 (Input-to-state stability,
ISS) 的角度分析了闭环系统的稳定性. 文献 [26]和
文献 [27]采用基于启发式动态规划框架的事件触

发控制方法分别解决了离散时间系统和连续时间系

统的最优调节问题. 到目前为止, 还没有采用迭代

自适应评判的事件触发控制方法解决离散时间未知

非线性系统零和博弈跟踪控制问题的结果.

基于此, 本文针对离散时间未知非线性系统设

计一种基于事件的近似最优轨迹跟踪算法, 目的在

于解决零和博弈轨迹跟踪控制问题并减少计算量.

为了更容易获得近似最优跟踪策略对, 采用迭代自

适应评判方法将最优跟踪控制问题转化为最优调节

问题. 然后, 设计一个合适的事件触发条件对跟踪

策略对进行阶段性更新. 值得注意的是, 事件触发

的引入可能导致系统不稳定. 因此, 本文将采用 ISS-

Lyapunov方法证明被控误差系统是渐近稳定的.

最后, 通过两个仿真实例验证了本文提出算法的有

效性.
R N在本文中,   和  分别表示所有实数集和所有
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Rn

Rn×m n×m Ω

Rn In n× n

T

非负整数集合.   表示由全部 n-维实向量组成的

欧氏空间.   表示  实矩阵组成的空间.  
表示   上的一个紧集.    表示   维的单位矩

阵.   代表转置运算. 

1    问题描述

考虑一类非仿射离散时间系统:

xk+1 = F(xk, uk, wk), k ∈ N (1)

xk ∈ Rn uk ∈ Rm

wk ∈ Rr F(·)
式中,    是状态向量,    是控制向量,

 是外部扰动,   是一个未知非线性系统

函数.
F(·) Ω ⊂ Rn假设 1[28]. 函数  在包含原点的紧集 

上 Lipschitz连续, 且系统 (1)是可控的, 即存在连

续的控制策略使得系统稳定.

u(xk) w(xk)

xk

ξk

考虑零和博弈跟踪控制问题, 目标是设计一个

反馈控制策略  和一个反馈扰动策略 , 使
得系统 (1)中的状态  跟踪上预设的参考轨迹. 假
设有界参考轨迹  满足:

ξk+1 = T (ξk) (2)

ξk ∈ Rn T (ξk) ∈ Rn式中,   和  是一个可微函数. 为了

便于研究最优跟踪控制问题, 将跟踪误差定义为:

ek = xk − ξk (3)

ξk

v(ξk) = [uT(ξk), w
T(ξk)]

T ∈ Rm+r

此外, 定义一个关于参考轨迹   的稳定控制

 使得参考轨迹满足:

ξk+1 = F
(
xk, u(ξk), w(ξk)

)
(4)

v(ξk)

众所周知, 对于模型已知的仿射系统, 很容易

得到相应的稳定控制. 然而, 对于模型未知的非仿

射系统, 关于跟踪控制的研究依旧较少. 本文采用

一种数学方法获得稳定控制 , 进而解决零和博

弈跟踪控制问题. 为了将跟踪问题转化为调节器问

题, 定义跟踪控制律和跟踪扰动律为:{
u(ek) = u(xk)− u(ξk)

w(ek) = w(xk)− w(ξk)
(5)

通过结合式 (1) ~ (5), 在时间触发机制下的关

于跟踪误差的系统动态可以表示为:

ek+1 = F
(
ek + ξk, u(ek) + u(ξk),

w(ek) + w(ξk)
)
− T (ξk) (6)

{kj}∞j=0

kj j

j ∈ N

为了可以有效地减少计算量, 在误差系统 (6)
中引入事件触发控制方法. 定义  为一个由

不同采样状态组成的单调递增序列,   表示第  个

采样时刻,  . 考虑到基于事件的控制信号和扰

k0, k1, k2, · · ·
u(ek)

w(ek) k ∈ [kj , kj+1)

u(ek) w(ek)

动信号只在采样状态   瞬间更新, 所以

需要两个零阶保持器使得跟踪控制律  和跟踪

扰动律   在   内保持不变 .  因此 ,

 和  可以重新表示为:{
u(ek) = µ(ekj

)

w(ek) = π(ekj
), kj ≤ k < kj+1

(7)

µ(·) π(·)式中,   和  是两个辅助变量.
定义跟踪误差系统的事件触发间隔为:

σk = ekj
− ek (8)

u(ek) = µ(ekj ) =

µ(σk + ek) w(ek) = π(ekj ) = π(σk + ek)

根据式 (7)和式 (8), 跟踪控制律 

, 跟踪扰动律 .

为了便于研究, 在误差系统 (6)中引入事件触发机

制, 并将其重新表示为:

ek+1 = S
(
ek, µ(ekj ), π(ekj )

)
=

S
(
ek, µ(σk + ek), π(σk + ek)

)
(9)

S(·) S(0, 0,
0) = 0

式中,    是一个连续性函数, 并且满足   
.

µ(·) π(·)
对于零和博弈最优跟踪控制问题, 目标是找到

一个控制策略  和一个扰动策略  分别使得代

价函数最小化和最大化. 本文将代价函数定义为:

J (ek) =

∞∑
p=k

U
(
ep, µ(ekj ), π(ekj )

)
=

∞∑
p=k

U
(
ep, µ(σp + ep), π(σp + ep)

)
(10)

p ∈ N U(·, ·, ·)式中,  ,   是效用函数且被定义为:

U
(
ek, µ(ekj

), π(ekj
)
)
= eTkQek + µT(ekj

)Rµ(ekj
)−

γ2πT(ekj
)π(ekj

) (11)

Q ∈ Rn×n R ∈ Rm×m γ式中,    、   是两个正定矩阵,   
是描述扰动衰减水平的正常数.

根据 Bellman最优性原理, 误差系统 (9)的最

优代价函数满足:

J ∗(ek) = min
µ(ekj

)
max
π(ekj

)

{
U
(
ek, µ(ekj ), π(ekj )

)
+

J ∗(ek+1)
}
=

min
µ(ekj

)
max
π(ekj

)

{
eTkQek + µT(ekj )Rµ(ekj )−

γ2πT(ekj
)π(ekj

) + J ∗(ek+1)
}

(12)

(µ∗(ekj ), π
∗(ekj ))相应的最优策略对    表示为:
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µ∗(ekj ) = argmin
µ(ekj

)

{
eTkQek + µT(ekj )Rµ(ekj )−

γ2πT(ekj
)π(ekj

) + J ∗(ek+1)
}

π∗(ekj
) = argmax

π(ekj
)

{
eTkQek + µT(ekj

)Rµ(ekj
)−

γ2πT(ekj )π(ekj ) + J ∗(ek+1)
}

(13)

(µ∗(ekj ), π∗(ekj ))

值得注意的是, 通过对式 (12)右半部分求相应的一

阶导数, 可获得最优策略对 :
µ∗(ekj ) = −1

2
R−1

(
∂ek+1

∂µ(ekj )

)T
∂J ∗(ek+1)

∂ek+1

π∗(ekj
) =

1

2γ2

(
∂ek+1

∂π(ekj )

)T
∂J ∗(ek+1)

∂ek+1

(14)

(µ∗(ekj ), π∗(ekj )) J ∗(ek+1)

由式 (14)可以看出, 想要通过传统的方法直接求出

最优策略对  就必须知道 

的值并且需要知道系统模型. 然而, 这对于非仿射

系统来说是困难的. 因此, 在第 2节引入一种值迭

代算法, 目的是通过神经网络的逼近效应去获得近

似的最优策略对.
 

2    事件触发最优跟踪控制设计

在本节中, 推导了零和博弈误差系统在事件触

发机制下的迭代过程并给出神经网络实现方法.
 

2.1    值迭代算法推导

{J (l)(ek)} {µ(l)(ekj )}
{π(l)(ekj )} l ∈ N

J (0)(ek) = 0 µ(0)(ekj )

π(0)(ekj )

在推导迭代算法之前, 先构造三个迭代序列, 即
代价函数序列  、跟踪控制律序列 

和跟踪扰动律序列 , 其中  表示迭代

指标. 定义初始代价函数 , 然后,  

和  可以表示为:

µ(0)(ekj
) = argmin

µ(ekj
)

{
eTkQek + µT(ekj

)Rµ(ekj
)−

γ2πT(ekj )π(ekj ) + J (0)(ek+1)
}

π(0)(ekj
) = argmax

π(ekj
)

{
eTkQek + µT(ekj

)Rµ(ekj
)−

γ2πT(ekj )π(ekj ) + J (0)(ek+1)
}
(15)

l = 1当  时, 代价函数可表示为:

J (1)(ek)=min
µ(ekj

)
max
π(ekj

)

{
eTkQek+µ(0)T(ekj

)Rµ(0)(ekj
)−

γ2π(0)T(ekj
)π(0)(ekj

) + J (0)(ek+1)
}

(16)

l随着迭代指标  的增加, 整个学习过程可以视为不

断更新迭代策略对:



µ(l)(ekj
) = argmin

µ(ekj
)

{
eTkQek + µT(ekj

)Rµ(ekj
)−

γ2πT(ekj )π(ekj ) + J (l)(ek+1)
}

π(l)(ekj
) = argmax

π(ekj
)

{
eTkQek + µT(ekj

)Rµ(ekj
)−

γ2πT(ekj )π(ekj ) + J (l)(ek+1)
}
(17)

和代价函数:

J (l+1)(ek)=min
µ(ekj

)
max
π(ekj

)

{
eTkQek+µ(l)T(ekj

)Rµ(l)(ekj
)−

γ2π(l)T(ekj
)π(l)(ekj

) + J (l)(ek+1)
}
(18)

ϵ∣∣J (l+1)(ek)− J (l)(ek)
∣∣ ≤ ϵ

l → ∞
J (l)(ek) → J (∞)(ek) = J ∗(ek)

µ(l)(ekj ) → µ(∞)(ekj ) = µ∗(ekj )

π(l)(ekj ) → π(∞)(ekj ) = π∗(ekj )

在误差允许范围内, 选择一个正常数  作为迭代停

止的参数, 即当  时, 停止

迭代. 根据文献 [8], 可以进一步推导出当  

时, 代价函数  , 跟踪

控制律   和跟踪扰动

律 .
 

2.2    神经网络实现

(µ∗(ekj ), π
∗(ekj ))

x̂k+1 v(ξk)

为了实现迭代自适应评判算法, 构建四个神经

网络, 即模型网络、评判网络、执行网络和扰动网

络, 目的是通过连续逼近方法获得近似最优策略对

. 通过建立模型网络得到原系统的

近似状态   并求出参考轨迹的稳定控制  .
此外, 通过训练另外三个神经网络得到近似代价函

数和近似策略对. 总体而言, 本文提出的事件触发

最优跟踪控制方法如图 1所示.

x̂k+1

1)模型网络. 由于原系统是未知的, 需要构造

一个模型网络来识别系统动态. 目的是得到近似的

系统状态 , 其神经网络表达式为:

x̂k+1 = ϖT
m2η

(
ϖT

m1xmk + bm2

)
+ bm1 (19)

xmk = [xT
k, u

T(xk), w
T(xk)]

T η(·)
tanh(·)

ϖm1 ∈ R(n+m+r)×N ϖm2 ∈ RN×n

bm1 bm2

式中,  ,   是一个有界

的激活函数并将其选择为双曲正切函数  ,
  和    是权值矩阵 ,

 和  是随机初始化的阈值向量. 训练模型网络

的目标是最小化下面的性能指标:

Emk =
1

2

(
x̂k+1 − xk+1

)T(
x̂k+1 − xk+1

)
(20)

xk ξk

本文运用Matlab神经网络工具箱来训练模型

网络. 对于跟踪控制问题, 目标是确保系统状态轨

迹  能够跟踪上参考轨迹 . 然后, 式 (4)的神经

网络表达式可以写为:

ξk+1 = ϖT
m2η

(
ϖT

m1ξmk + bm2

)
+ bm1 (21)

ξmk = [ξTk , v
T(ξk)]

T式中,  . 通过观察式 (21), 可以发
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v(ξk)

v(ξk)

êk+1

现只有稳定控制  是未知的. 因此, 可以根据数

值求解的方法计算出稳定控制  . 通过结合式

(19)和式 (21), 近似跟踪误差  可以表示为:

êk+1 = ϖT
m2η

(
ϖT

m1emk

)
(22)

emk = xmk − ξmk式中,  .

ek

2)评判网络: 设计评判网络的目标是通过输入

 来获得近似的代价函数, 其神经网络表达式为:

Ĵ (l)(ek) = ϖ
(l)T
c2 η

(
ϖ

(l)T
c1 ek

)
(23)

ϖ
(l)
c1 ∈ Rn×N ϖ

(l)
c2 ∈ RN式中,   和  是评判网络的权值

矩阵. 通过训练评判网络, 相应的性能指标可以表

示为:

E(l)
c =

1

2

(
Ĵ (l)(ek)− J (l)(ek)

)T×(
Ĵ (l)(ek)− J (l)(ek)

)
(24)

根据梯度下降算法, 评判网络的权值矩阵更新规

则为:

ϖ
(l+1)
c1 = ϖ

(l)
c1 − αc

∂E
(l)
c

∂ϖ
(l)
c1

, ϖ
(l+1)
c2 = ϖ

(l)
c2 − αc

∂E
(l)
c

∂ϖ
(l)
c2
(25)

αc ∈ (0, 1)式中,   为评判网络的学习率.
3)执行网络: 使用执行网络来输出近似跟踪控

制律, 其神经网络表达式为:

µ̂(l)(ekj ) = ϖ
(l)T
a2 η

(
ϖ

(l)T
a1 ekj

)
(26)

ϖ
(l)
a1 ∈ Rn×N ϖ

(l)
a2 ∈ RN×m式中,    和   是相应的权值

矩阵. 通过训练执行网络, 定义其性能指标为:

E(l)
a =

1

2

(
µ̂(l)(ekj

)− µ(l)(ekj
)
)T×(

µ̂(l)(ekj
)− µ(l)(ekj

)
)

(27)

执行网络的权值矩阵更新方式可以表示为:

ϖ
(l+1)
a1 = ϖ

(l)
a1 − αa

∂E
(l)
a

∂ϖ
(l)
a1

, ϖ
(l+1)
a2 = ϖ

(l)
a2 − αa

∂E
(l)
a

∂ϖ
(l)
a2
(28)

αa ∈ (0, 1)式中,   为执行网络的学习率.
4) 扰动网络: 与执行网络类似, 使用扰动网络

来输出近似跟踪扰动律, 其神经网络表达式为:

π̂(l)(ekj ) = ϖ
(l)T
d2 η

(
ϖ

(l)T
d1 ekj

)
(29)

ϖ
(l)
d1 ∈ Rn×N ϖ

(l)
d2 ∈ RN×r式中,   和  是相应的权值矩

阵. 定义其性能指标为:

E
(l)
d =

1

2

(
π̂(l)(ekj

)− π(l)(ekj
)
)T×(

π̂(l)(ekj
)− π(l)(ekj

)
)

(30)

扰动网络的权值矩阵更新方式可以表示为:

ϖ
(l+1)
d1 = ϖ

(l)
d1 − αd

∂E
(l)
d

∂ϖ
(l)
d1

, ϖ
(l+1)
d2 = ϖ

(l)
d2 − αd

∂E
(l)
d

∂ϖ
(l)
d2
(31)

αd ∈ (0, 1)式中,   为扰动网络的学习率. 

3    稳定性分析

本文引入了一个合适的触发条件. 然后, 根据

这个触发条件, 使用 Lyapunov方法来证明基于事

件的零和博弈误差系统的稳定性.
Γ ∥ek+1∥ ≤引理 1. 假设存在一个正常数   使得  

 

xk

ek

ekj

ek

执行网络

触发机制

零阶保
持器

零阶保
持器

扰动网络

状态
信号

模型网络

评判网络

评判网络

信号传输 反向传播 权值传递

m(l)(ekj
) u(l)(ek)

(l)(ek+1)

(l+1)(ek+1)

(ek)

w(l)(ek)

u(l)(xk)

w(l)(xk)

u(xk)

w(xk)

xk

xk+1

ek+1xk+1

p(l)(ekj
)

 

图 1    基于事件的零和博弈跟踪控制方法示意图

Fig. 1    The simple structure of the event-based zero-sum game tracking control method
 

1 期 王鼎等: 未知非线性零和博弈最优跟踪的事件触发控制设计 95



Γ∥σk∥+ Γ∥ek∥ ∥σk∥, 则触发间隔  满足不等式条件

∥σk∥ ≤
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
∥ekj

∥ (32)

Γ ∈ (0, 0.5)式中,  .
证明. 根据式 (8), 易得:

σk+1 = ekj
− ek+1 (33)

通过观察式 (33)并结合引理 1和式 (8), 可得:

∥σk+1∥ ≤ ∥ekj
∥+ ∥ek+1∥ ≤

∥ekj
∥+ Γ∥σk∥+ Γ∥ek∥ ≤

∥ekj
∥+ Γ∥σk∥+ Γ(∥ekj

∥+ ∥σk∥) =

2Γ∥σk∥+ (1 + Γ)∥ekj
∥ (34)

同理, 也可得:

∥σk∥ ≤2Γ∥σk−1∥+ (1 + Γ)∥ekj
∥ (35)

然后, 根据递归性质, 可得:

∥σk∥ ≤ 2Γ∥σk−1∥+ (1 + Γ)∥ekj
∥ ≤

(2Γ)2∥σk−2∥+ (1 + 2Γ)(1 + Γ)∥ekj
∥ ≤

...

(2Γ)k−kj∥σkj∥+
(
1 + 2Γ + (2Γ)2+

(2Γ)3 + · · ·+ (2Γ)k−kj−1
)
(1 + Γ)∥ekj

∥ (36)

σkj = 0

∥σk∥
式中,  . 通过对不等式 (36)化简, 可以得到

触发间隔  满足条件 (32).  □

β

为了有效地进行事件触发控制, 引入一个可调

参数 . 然后, 设计事件触发条件为:

∥σk∥ ≤ σT =
β
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
∥ekj

∥ (37)

σT β ∈ (0, 1) Γ ∈ (0, 0.5)式中,   是事件触发阈值,  ,  .
值得注意的是只有当不等式 (37)不满足的时候才

对系统进行采样并更新跟踪控制律和跟踪扰动律.
K∞ δ1 δ2

V : Rn → R ≥ 0 ϑ ζ L

假设 2. 存在  函数  和 , 一阶连续可导函

数 , 正常数  、  和 , 使得:

δ1(∥ek∥) ≤ V(ek) ≤ δ2(∥ek∥) (38)

V
(
S
(
ek, µ(σk + ek), π(σk + ek)

))
− V(ek) ≤

− ϑV(ek) + ζ∥σk∥ (39)

δ−1
1 (∥ek∥) ≤ L∥ek∥ (40)

V

V

在这个假设条件中, 如果不等式 (38)和 (39)
成立, 则函数  视为系统 (9)的 ISS-Lyapunov函
数[29]. 根据 Lyapunov 理论所述, 如果系统 (9)存在

一个满足式 (38)和式 (39)的 ISS-Lyapunov函数

, 那么这个系统就具有 ISS. 然后, 根据设置的触

发条件研究系统 (9)的渐近稳定问题.

λ ∈
(
0, 1/(k − kj)

)
k ̸= kj ϑ ∈ (0, 1) β ∈ (0, 1)

定理 1. 根据设计的触发条件 (37), 如果基于事

件的误差系统 (9)满足假设 2中的条件, 并且存在正

数 ,  ,  ,  ,

使得:

βζ

ϑ2
≤

(1− 2Γ)
(
1− λ(k − kj)

)
L(1 + Γ)

(41)

那么, 误差系统 (9)是渐近稳定的.
证明. 下面将分为两种情况进行证明: 系统处

于事件未触发时刻和系统处于事件触发时刻.
k ∈ (kj , kj+1)情况 1. 事件没有被触发, 即 . 根

据不等式 (38), 可得:

∥ekj
∥ ≤ δ−1

1

(
V(ekj

)
)

(42)

结合式 (40)和式 (42), 可得:

∥ekj
∥ ≤ δ−1

1

(
V(ekj

)
)
≤ LV(ekj

) (43)

由于在这种情况下事件没有被触发, 所以触发条件

(37)恒成立. 然后, 代入式 (39), 可得:

V
(
S
(
ek, µ(σk + ek), π(σk + ek)

))
− V(ek) ≤

− ϑV(ek) + ζ
β
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
∥ekj∥ (44)

再将式 (43)代入式 (44), 可得:

V(ek+1) ≤ (1− ϑ)V(ek)+

β
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
ζLV(ekj

) (45)

进一步地, 可得:

V(ek) ≤ (1− ϑ)V(ek−1)+

β
(
1− (2Γ)k−1−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
ζLV(ekj

) (46)

将式 (46)代入式 (45), 可得:

V(ek+1) ≤ (1− ϑ)

(
(1− ϑ)V(ek−1)+

β
(
1− (2Γ)k−1−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
ζLV(ekj

)

)
+

β
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
ζLV(ekj

) (47)

根据递归性质, 将式 (47)展开, 可得:

V(ek) ≤ (1− ϑ)k−kjV(ekj
) +

1− (1− ϑ)k−kj

ϑ
×

β
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
ζLV(ekj ) (48)

接着, 根据不等式 (41), 可得:
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βζL(1 + Γ)

ϑ2(1− 2Γ)
≤ 1− λ(k − kj) (49)

Γ ∈ (0, 0.5) ϑ ∈ (0, 1)式中,  . 考虑到 , 有:

βζL(1 + Γ)

ϑ(1− 2Γ)
≤ ϑ− ϑλ(k − kj) (50)

k kj

k − kj ≥ 1

由于  和  是离散时刻, 这就使得在事件不触发的

情况下有 , 进而得到:

(1− ϑ)k−kj ≤ 1− ϑ (51)

根据式 (51), 可得:

ϑ ≤ 1− (1− ϑ)k−kj (52)

将式 (52)代入式 (50), 可得:

βζL(1 + Γ)

ϑ(1− 2Γ)
≤ 1− (1− ϑ)k−kj − ϑλ(k − kj) (53)

此外, 易得出:{
1− (1− ϑ)k−kj < 1
1− (2Γ)k−kj < 1

(54)

因此, 根据式 (53)和式 (54), 可得:

(1− ϑ)k−kj +
1− (1− ϑ)k−kj

ϑ
×

β
(
1− (2Γ)k−kj

)
(1 + Γ)

1− 2Γ
ζL ≤

(1− ϑ)k−kj +
βζL(1 + Γ)

ϑ(1− 2Γ)
≤

1− ϑλ(k − kj) (55)

V(ekj ) > 0根据 , 式 (48)可重新表示为:

V(ek) ≤ V(ekj
)− ϑλ(k − kj)V(ekj

) (56)

P定义一个函数  为:

P(ek) = V(ekj
)− ϑλ(k − kj)V(ekj

) (57)

则有:

0 < V(ek) ≤ P(ek) (58)

根据式 (38)和式 (57), 可得:

∆P(ek) ≤ −ϑλδ1(∥ekj
∥) < 0 (59)

∆P(ek) = P(ek+1)− P(ek)式中,   . 因此, 在这种情

况下, 误差系统 (9)是渐近稳定的.
k k = kj

σk = 0

情况 2. 事件在  时刻触发, 即 , 所以触

发间隔 . 然后式 (39)可以重新写为:

V(ekj+1)− V(ekj
) ≤ −ϑV(ekj

) (60)

将式 (38)代入式 (60), 可得:

∆V(ekj
) ≤ −ϑδ1(∥ekj

∥) < 0 (61)

∆V(ekj ) = V(ekj+1)− V(ekj )式中,  . 因此, 在事件发

生触发的情况下, 误差系统 (9)也是渐近稳定的.□ 

4    仿真实验

为了进一步验证本文算法的有效性, 本节将其

应用于两个具体系统.
例 1. 考虑一个离散时间非仿射系统:

xk+1 =

[
0.97x1k + 0.97x2ku(xk) + 0.97w(xk)

0.97(1 + x2
1k)u(xk) + 0.97x2k

]
+

[
0

0.97u3(xk) + 0.97w(xk)

]
(62)

xk = [x1k, x2k]
T ∈ R2 u(xk) ∈ R

w(xk) ∈ R x0 = [0.5,

−0.5]T

式中,   是状态变量,  
是控制律,   是扰动律, 初始状态 

.

αm = 0.02

10−8

500

为了有效地控制这个非仿射非线性系统, 一些

基本参数在表 1中给出. 在自适应评判实现中, 运
用 Matlab神经网络工具箱训练结构为 4-8-2的模

型网络用于识别未知系统, 其中学习率 ,
训练误差为 . 在训练过程中, 收集了 1 000个数

据样本, 每个样本有  个训练步来学习动态信息.
然后, 用另外 1 000个数据样本验证模型网络的逼

近性能. 根据式 (20)的性能指标, 训练的状态误差

平方和如图 2所示. 此外, 训练模型网络后, 记录并

保持最终权值不变.

  
表 1    两个仿真实验的主要参数

Table 1    Main parameters of two experimental examples

符号 例 1 例 2

Q 0.01I2 0.1I2 

R I I 

γ 0.01 0.1 

Γ 0.2 0.35 

β 1/6 7/27 
ϵ 10−5 10−5 

 

定义需要跟踪的参考轨迹为:

ξk+1 =

[
0.9963ξ1k + 0.0498ξ2k

−0.2492ξ1k + 0.9888ξ2k

]
(63)

ξk = [ξ1k, ξ2k]
T ∈ R2 ξ0 = [0.1, 0.2]T

e0 = x0 − ξ0 = [0.4, −0.7]T

v(ξk)

[−0.5, 0.5]

ϖc1 ϖc2 [−0.1, 0.1]

式中,  ,  . 因此, 初
始跟踪误差 . 根据式 (21)
和Matlab中函数 Fsolve的性质, 可以直接求出参

考轨迹的稳定控制 . 根据式 (25)、式 (28)和
式 (31), 开始训练评判网络、执行网络和扰动网络.
应用迭代自适应评判算法分别对结构同为 2-8-1三
个网络进行更新并在  中随机选取评判网

络的初始权值  和 , 在  中随机选取
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ϖa1 ϖa2 ϖd1

ϖd2 αc = αa = αd = 0.05

10−5∣∣J (l+1)(ek)− J (l)(ek)
∣∣ ≤ 10−5

执行网络和扰动网络的初始权值  、  、  和

, 学习率 . 在这三个网络的

训练过程中, 将基于事件的机制应用于执行网络和

扰动网络. 为了保证足够的学习和获得满意的性

能, 如果在迭代算法中达到预定的精度  , 即
, 则可以终止评判网

络、执行网络和扰动网络的训练过程. 此外, 在每次

迭代过程中, 设置三个神经网络各 500次训练次数

用于满足预设的精度.
根据表 1中的参数, 事件触发阈值可以表示为:

σT =
1− 0.4k−kj

3
∥ekj

∥ (64)

∥σk∥ > σT

xk u(xk) w(xk)

x1k x2k

ek u(ek)

w(ek)

300 74

v(ξk)

v(ξk) = [uT(ξk), wT(ξk)]
T

u(ek) = u(xk)− u(ξk) w(ek) = w(xk)−
w(ξk)

只有当事件触发间隔  时, 跟踪控制

律和跟踪扰动律才会进行更新. 根据以上信息, 原
系统的状态  、控制律  和扰动律  的响

应曲线如图 3所示. 从图 3可以清楚地看到, 状态

变量  和  最终可以很好地跟踪上预设的参考

轨迹. 此外, 跟踪误差  、跟踪控制律  和跟踪

扰动律  的响应曲线如图 4所示. 通过图 4可
以很明显地看出该控制方法的跟踪控制律和跟踪扰

动律曲线为阶梯状. 实验发现, 基于事件的跟踪控

制律和跟踪扰动律在   个时间步上只更新了  

次, 有效地提高了资源利用率. 根据Matlab中的函

数 Fsolve求出的稳定控制  曲线如图 5所示.
值得注意的是, 稳定控制  

并且存在   和  

. 触发阈值的演化曲线如图 6所示, 随着跟踪

误差信号的变化, 触发阈值有趋近于零的趋势.
例 2. 考虑如下所示的扭摆装置[30].


dθ
dt

= ω

Jk
dω
dt

= u(xk)−Mgℓk sin θ − fd
dθ
dt

+ w(xk)

(65)

θ ω M = 1/3 kg
ℓk = 3/2 m Jk = 4/3 Mℓ2k

fd = 2 g = 9.8 m/s2

式中,   是当前角度,   表示角速度.   和

 分别表示摆杆的质量和长度,  
表示转动惯量,   表示摩擦系数,  
表示重力加速度. 然后, 得到离散时间状态空间方

程为:

xk+1 =

[ 0.1x2k + x1k

−0.49sin(x1k) + 0.8x2k

]
+[

0

0.1

]
u(xk) +

[
0

0.1

]
w(xk) (66)
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图 2    模型网络训练误差 (例 1)

Fig. 2    The training errors of the model network
(Example 1)
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图 3    系统状态、控制律和扰动律轨迹 (例 1)

Fig. 3    Trajectories of the state, the control law, and the
disturbance law (Example 1)

 

 

−0.6
−0.4
−0.2

0
0.2
0.4

−1.0

−0.5

0

0.5

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

−0.1

0

0 100 200 300
时间 /步

0 100 200 300
时间 /步

0 100 200 300
时间 /步

0 100 200 300
时间 /步

u(
e k

)

w
(e

k)

e 1
k

e 2
k

 

图 4    跟踪误差、跟踪控制律和跟踪扰动律轨迹 (例 1)

Fig. 4    Trajectories of the tracking error, the
tracking control law, and the tracking

disturbance law (Example 1)
 

98 自       动       化       学       报 49 卷



xk = [x1k, x2k]
T = [θk, ωk]

T

x0 = [0.3, −0.3]T
式中,    是状态向量并设

置初始状态 . 同样, 这个扭摆系统

的一些基本参数在表 1中给出. 模型网络的训练过

程与例 1相似, 通过进行一个有效的学习阶段, 训

练的状态误差平方和如图 7所示, 训练结束后保持

权值不变. 定义相关的参考轨迹为:

ξk+1 =

[
ξ1k + 0.1ξ2k

−0.2492ξ1k + 0.9888ξ2k

]
(67)

ξ0 = [−0.1, 0.2]T e0 = x0 − ξ0 =

[0.4, −0.5]T
式中,  . 初始跟踪误差 

. 然后, 根据所设计的算法去训练评判网

络、执行网络和扰动网络. 这三个网络的迭代次数,

学习率和初始权值的选择与例 1相同.

为了采用基于事件的控制方法, 根据表 1中的

参数, 事件触发阈值可以表示为:

σT =
7(1− 0.4k−kj )

6
∥ekj

∥ (68)

xk u(xk)

w(xk) ek

u(ek) w(ek)

200 76

同样, 原系统的状态  、控制律  和扰动

律  的响应曲线如图 8所示. 跟踪误差  、跟

踪控制律   和跟踪扰动律   的响应曲线如

图 9所示. 此外, 通过实验发现跟踪控制律和跟踪

扰动律在  个时间步上只更新了  次. 触发阈值

的演化曲线如图 10所示. 结果表明, 本文提出的控制

算法可以很好地控制未知非线性零和博弈系统跟踪

上预设的参考轨迹并且极大程度地提高了资源利用率.
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图 8   系统状态、控制律和扰动律轨迹 (例 2)
Fig. 8    Trajectories of the state, the control law, and the

disturbance law (Example 2)
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v(ξk)Fig. 5    The steady control    (Example 1)
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σT图 6    触发阈值  (例 1)

σTFig. 6    The triggering threshold    (Example 1)
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图 7    模型网络训练误差 (例 2)

Fig. 7    The training errors of the model network
(Example 2)
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制方法, 极大地减少了计算量. 首先, 通过建立模型

网络得到参考轨迹的稳定控制, 进而将轨迹跟踪问

题转化为误差系统的最优调节问题. 然后, 设计一

个合适的事件触发条件, 并证明了基于事件的误差

系统是渐近稳定的. 最后, 通过两个仿真实例验证

了所提算法的可行性和有效性. 目前的研究主要是

在理论方向, 将该方法扩展到实际应用场景是未来

的工作, 包括基于所提跟踪算法控制污水处理过程

中溶解氧和硝态氮的质量浓度.
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图 9    跟踪误差、跟踪控制律和跟踪扰动律轨迹 (例 2)
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