
 

 

分布参数系统源控制系统设计
周笔锋 1, 2    罗毅平 3    唐果宁 1

摘    要   针对一类分布参数系统 (Distributed parameter system,
DPS), 提出了源控制方法. 将构成分布参数系统的空间分成若干

分, 每份为一个节点, 在所有的节点中, 将能产生量变源头的节点

定义为源节点, 跟随源节点变化的节点为跟随节点, 以此构建分

布参数系统模型. 对于源节点, 根据经验函数结合反馈偏差调节

设计控制器, 对跟随节点考虑源节点控制的逸散作用控制. 利用

Lyapunov稳定性理论并结合线性矩阵不等式 (Linear  matrix
inequality, LMI)处理方法, 得出了分布式参数系统稳定源控制

器存在的充分条件. 最后结合所给条件, 给出一个数值仿真说明

其有效性.
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Abstract   The stability problem of distributed parameter systems
(DPSs)  is  investigated.  For  this  purpose,  a  source  controller  is
developed  for  such  a  system.  The  space  is  divided  into  several
parts, and each part is considered a node. The source of the node
that produces quantitative changes is defined as the source node.
The nodes that follow the change of source nodes are defined as
the  subsequent  nodes.  On  the  basis  of  these  definitions,  the
distributed parameter system model is constructed. The designed
controller for the source nodes is the empirical function combined
with the feedback adjustment and that for the subsequent nodes
considers  the  diffusion  control  action  of  the  source  nodes.
Numerous  sufficient  conditions  with  stable  source  controller  for
distributed  parameter  systems  are  derived  using  Lyapunovs
stability  theory  and  the  method  of  linear  matrix  inequality
(LMI). A numerical simulation illustrates the effectiveness of the
method under given conditions.
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实际生活中, 许多物理系统如热扩散、流体换热器、化

学工程、旋转梁、可变几何形状、静电微致动器、集成和消

防神经元等都具有时空特性, 它们的行为必须依赖于时间

和空间位置 , 这些系统的时空过程称为分布参数系统

(Distributed parameter system, DPS)[1−9]. 针对此类系统,
学者们通常根据能量守恒定律构建拟线性抛物型偏微分方

程 (Quasi-linear  parabolic  partial  differential  equation)
进行研究. 所以, 以拟线性抛物型偏微分方程建模研究分布

参数系统一直是国内外相关领域学者的重点研究课题[10−17].

H∞

H∞

H∞

针对分布参数系统的稳定性控制问题, 许多学者提出

了各类行之有效的方法, 分布式控制[10−12] 是最早提出的一

种控制方式之一, 如文献 [10]中, Luo等针对分布参数系

统, 设计分布式控制器, 得出了分布参数系统指数稳定控

制器存在的充分条件. 文献 [11]中, Ji等以模型参考为基

础, 研究了马尔科夫跳跃分布参数系统的自适应控制问题.
分布式控制方法针对分布参数系统的所有节点进行控制,
虽然理论上能达到良好的控制效果, 但是在实际工程中对

分布参数系统的所有节点进行控制往往是很难做到的. 针
对此类问题, 又有学者提出了分布参数系统边界控制方

案[13−16], 如文献 [13]中, Zhang等针对一类非线性随机分布

参数系统的  边界控制问题, 提出了一种简单而有效的

 边界静态输出反馈 (Static output feedback, SOF)控
制方案, 并进行了边界配置测量以保证具有  性能的均

方意义上的局部指数稳定. 文献 [14]中, 周延九等针对一

类由半线性抛物型偏微分方程描述的分布参数系统, 提出

基于边界控制的控制策略研究了其镇定问题. 边界控制方

案对于低维空间 (如一维)具有很好的效果, 但随着分布参

数系统的空间维数增高, 对系统进行边界控制会比较难实

现. 基于此, 有学者针对分布参数系统提出了中和控制方

案, 如在文献 [17]中, 周笔锋等针对具有时滞特性的分布

参数系统, 提出并设计了中和控制器, 讨论了此类系统的

稳定问题. 中和控制方案对于具有实体扩散类的分布参数

系统 (如污染物扩散), 在找到对应 “解药”后具有很好的控

制效果, 但对于能量类的扩散 (如热传递)的分布参数系统

模型, 本文提出的源控制方案能达到更加优越的效果.
源控制方法是基于能量守恒定律. 首先, 将空间分成

若干份, 每份空间看成一个节点, 基于每个节点与节点间

的能量传递, 定义空间能量传递拓扑矩阵, 这样的系统就

是一个分布参数模型. 如在一个大型会议室中, 设计中央

空调的排风口时, 通常想了解会议室各个区域的温度的变

化情况, 使会议室内各点温度达到一致状态. 将会议室内

空间分成干份, 这样, 会议室的温度变化情况就可以看作

是一个分布参数系统. 然后, 在系统空间的所有节点中, 将
能使能量产生量变源头的节点空间定义为源节点, 其他节

点称为跟随节点. 如前面的例子, 中央空调的排风口就是

源节点, 其他的点是跟随节点.
本文所设计的源控制方法仅针对源节点, 根据经验函

数设计控制器, 同时通过反馈控制作用对系统进行二次调

节, 而针对其他跟随节点, 考虑分布参数系统的时空特性,
由于源节点的逸散作用, 跟随节点同样受到控制影响. 与
文献 [10−12]提出的分布式控制方法不同, 分布式控制是

要对系统的每一点进行控制. 所以, 本文所提出的源控制

方法在分布参数系统的实际控制上具有可操作性. 进而,
本文针对分布参数系统, 对源节点根据经验函数与反馈调

节结合, 对跟随节点产生逸散控制作用, 研究分布参数系

统的稳定性问题就显得尤为有意义.
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基于此, 本文将构成分布参数系统的空间分成若干份,
每份为一个节点, 在所有的节点中, 将空间产生量变的源

头的节点定义为源节点, 跟随源节点变化的节点为跟随节

点, 研究分布参数系统的镇定问题. 对于源节点, 根据经验

函数结合反馈偏差调节设计控制器, 对跟随节点考虑源节

点控制的逸散作用. 利用 Lyapunov稳定性理论并结合线

性矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI)处理方法,
得出了分布式参数系统稳定源控制器存在的充分条件. 最
后结合所给条件, 给出一个数值仿真说明其有效性. 

1    问题描述

考虑如下分布参数系统.

1) 源节点

∂wi(x, t)

∂t
=

n∑
j=1, j ̸=i

Gij

m∑
k=1

∂2(wj(x, t)− wi(x, t))

∂x2
k

+

f(wi(x, t)) + ui, i = 1, 2, · · · , l (1)

2) 跟随节点

∂wi(x, t)

∂t
=

n∑
j=1, j ̸=i

Gij

m∑
k=1

∂2(wj(x, t)−wi(x, t))

∂x2
k

+ ui,

i = l + 1, l + 2, · · · , n (2)

(x, t) ∈ Ω× R+ f(·) ui

Ω = {x, |x| < l < ∞} ∈ Rm ∂Ω

mes(Ω) > 0 Gij

∆ =
∑m

k=1

∂2

∂x2
k

其中,  ,   为系统源节点自激项,   为控

制输入.   为具有光滑边界  的
有界区域, 且 ,   表示系统内各节点的扩散或

吸收因子,    为 Laplace扩散−吸收算子, 根

据能量守恒定律, 满足

n∑
i=1

Gik = −
n∑

j=1

Gkj , Gii = 0, i = 1, 2, · · · , n (3)

Gij , i j Gij > 0

Gij < 0 Gij = −Gji, j ̸= i.

对于   若节点   对节点   产生正效应, 则 ,

反之,  , 满足  
将系统 (1)和 (2)改写为矩阵形式, 即

∂WL(x, t)

∂t
= F (WL(x, t)) +GLg∆Wg(x, t) +

(GL −GZL)∆WL(x, t) + UL (4)

∂Wg(x, t)

∂t
= GgL∆WL(x, t)+

(Gg −GZg)∆Wg(x, t) + Ug (5)

其中, 状态变量为

WL(x, t) = (w1(x, t), · · · , wl(x, t))
T ∈ Rl

Wg(x, t) = (wl+1(x, t), · · · , wn(x, t))
T ∈ Rn−l

W (x, t) = (W T
L(x, t), W

T
g (x, t))

T ∈ Rn

F (WL(x, t)) = (f(w1(x, t)), · · · , f(wl(x, t)))
T ∈ Rl

3) 控制输入

UL(x, t) = (u1, · · · , ul)
T ∈ Rl

Ug = (ul+1, · · · , un)
T ∈ Rn−l

G = Gij , Gzi =

n∑
j=1

Gij

GZ = diag {Gz1, · · · , Gzn}

满足

GZ =

[
GZL 0
0 GZg

]
, G =

[
GL GLg

GgL Gg

]
G

GL −GZL > 0

注 1. 矩阵  为系统扩散−吸收因子矩阵, 对于系统源

节点, 系统扩散因子大于吸收因子, 即满足 .
系统初始边界条件为

W (x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, +∞) (6)

或

∂W (x, t)

∂θ
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, +∞) (7)

θ ∂Ω其中,   为  的单位外法向量. 

2    控制器设计

定义 1. 分布参数系统源控制. 将构成分布参数系统的

空间分成若干个子空间, 每个子空间视为一个节点, 在系

统所有的节点中, 将空间产生量变源头的节点定义为源节

点, 跟随源节点变化的节点为跟随节点. 源控制为仅对系

统源节点进行控制作用, 对于跟随节点, 其控制作用为对

源节点的控制逸散作用.
Ω ∈ Rn ∂Ω θ

∂Ω G ⊂ Ω

u, v ∈ C2(Ḡ)

引理 1[18]. 设  是边界  内的光滑有界区域,  
为   的 单 位 外 法 向 量 ,    为 一 光 滑 子 域 , 若

, 则∫
G
u∆vdx =

∫
∂G

u
∂v

∂θ
ds−

∫
Ω
∇u∇vdx (8)

∇ ds其中,   表示Hamiltion算子,   表示边界区域的面积微元.
L > 0 Γ ∈

Rn×n x, y ∈ Rn×n f(·)
假设 1[19]. 存在常数  , 以及存在正定矩阵  
, 对于任意 . 对于非线性函数 , 满足

(x− y)T(f(x)− f(y)) ≤ L(x− y)TΓ(x− y) (9)

为使系统达到稳定状态, 对源节点设计控制器

ui = −f̂(wi(x, t)) +
l∑

j=1

kijwj(x, t), i = 1, · · · , l (10)

对于跟随节点, 其控制输入为源节点逸散控制, 满足

ui =
l∑

j=1

bij

m∑
k=1

∂2(φiwj(x, t)− wi(x, t))

∂x2
k

,

i = l + 1, · · · , n (11)

kij K = (kij)l×l, bij

B = (bij)(n−l)×l φ = diag{φ1, · · · , φn−l}
f̂(·) f(·)

ff(·) = f(·)− f̂(·) ff(0) = 0

其中,   为控制增益,      表示源节点作用在该

节点的逸散因子,  ,  
表示源节点对跟随节点可作用因子,   表示  的经验

函数, 设   , 满足  .
令

Ψ = diag


l∑

j=1

b1j , · · · ,
l∑

j=1

b(n−l)j


F̂ (WL(x, t)) = (f̂(w1(x, t)), · · · , f̂(wl(x, t)))

FF (WL(x, t)) = F (WL(x, t))− F̂ (WL(x, t))
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UL Ug由此, 式 (4)和 (5)中,   与  满足

UL = −F̂ (WL(x, t)) +KWL(x, t)

Ug = φB∆WL(x, t)−Ψ∆Wg(x, t)
 

3    主要结论

通过构造合适的 Lyapunov-Krasovskii函数 , 结合

LMI, 由 Green公式和矩阵不等式处理法, 根据 Lyapunov
稳定性理论, 可以得出所讨论系统状态渐近稳定的结果.

P Q

K

定理 1. 在假设 1条件下 , 关于系统源系统节点 (1)
及跟随系统节点 (2), 对于任意给定的正定矩阵 ,  , 若
存在矩阵 , 使得如下线性矩阵不等式成立 Π1 +ΠT

1 0 0

0 Π2 Π4

0 ∗ Π3 +ΠT
3

 < 0 (12)

其中

Π1 = 2pLI + 2X1

Π2 = −p(GL −GZL)− p(GL −GZL)
T

Π3 = −Q(Gg −GZg) +X3

Π4 = −pGLg −GT
gLQ+X2

X1=pK

X2 = BTφTQ

X3 = QΨ

∗
则系统 (1)和 (2)在给出的边界条件和源控制器 (10)和 (11)
下是渐近稳定的, 符号 “  ”代表矩阵的对称项.

证明. 构造 Lyapunov-Krasovskii函数

V =
1

2

∫
Ω

(
W T

L(x, t)PWL(x, t)+

W T
g (x, t)QWg(x, t)

)
dx (13)

V̇ =

∫
Ω

(
W T

L(x, t)PẆL(x, t) +W T
g (x, t)QẆg(x, t)

)
dx

V̇ =

∫
Ω

(
W T

L(x, t)P (F (WL(x, t))− F̂ (WL(x, t)))+

W T
L(x, t)PKWL(x, t)+

W T
L(x, t)P (GL −GZL)∆WL(x, t)+

W T
g (x, t)Q(GgL + φB)∆WL(x, t)+

W T
g (x, t)Q(Gg −GZg −Ψ)∆Wg(x, t)+

W T
L(x, t)PGLg∆Wg(x, t)

)
dx

p = λmax(P )取 , 由假设 1, 有

V̇ ≤
∫
Ω

(
pLW T

L(x, t)WL(x, t) +

pW T
L(x, t)KWL(x, t) +[
WL(x, t)

Wg(x, t)

]T
×

[
p(GL −GZL) pGLg

Q(GgL + φB) Q(Gg −GZg −Ψ)

]
×

[
∆WL(x, t)

∆Wg(x, t)

])
dx

令

W (x, t) =

[
WL(x, t)
Wg(x, t)

]

Γ =

[
p(GL −GZL) pGLg

Q(GgL + φB) Q(Gg −GZg −Ψ)

]

I(t) =

∫
Ω
W T(x, t)Γ∆W (x, t)dx

利用引理 1和边界条件

I(t) =

n∑
i=1

n∑
j=1

Γij

∫
Ω
wi(x, t)∆wi(x, t)dx =

n∑
i=1

n∑
j=1

Γij

[ ∫
∂Ω

wi(x, t)
∂wi(x, t)

∂θ
dx−

∫
Ω
∇wi(x, t)∇wi(x, t)dx

]
=

−
∫
Ω
∇W T(x, t)Γ∇W (x, t)dx

V̇ ≤
∫
Ω

(
pLW T

L(x, t)WL(x, t)+

pW T
L(x, t)KWL(x, t)−[ ∇WL(x, t)

∇Wg(x, t)

]T
×

[
p(GL −GZL) pGLg

Q(GgL + φB) Q(Gg −GZg −Ψ)

]
×

[ ∇WL(x, t)

∇Wg(x, t)

])
dx

即存在

V̇ =

∫
Ω
ηT(t)Φη(t)dx

其中

η(t) = col {WL(x, t), ∇WL(x, t), ∇Wg(x, t)}

Φ =

 Ξ1 0 0
0 Ξ2 −pGLg

0 Ξ3 Ξ4


Ξ1 = pLI + pK

Ξ2 = −p(GL −GZL)

Ξ3 = −Q(GT
gL + φB)

Ξ4 = −Q(Gg −GZg −Ψ)

Φ + ΦT < 0 Φ < 0若 , 则 , 令

X1 = pK

X2 = BTφTQ

X3 = QΨ

所以, 若 
Π1 +ΠT

1 0 0

0 Π2 Π4

0 ∗ Π3 +ΠT
3

 < 0

其中
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Π1 = 2pLI + 2X1

Π2 = −p(GL −GZL)− p(GL −GZL)
T

Π3 = −Q(Gg −GZg) +X3

Π4 = −pGLg −GT
gLQ+X2

V̇ < 0则 . □
定理 1给出了非线性分布参数系统源控制镇定性的充

分条件, 下面对一般线性分布参数系统这一特殊情形, 给
出相应系统镇定的一个推论.

对于源节点:

∂WL(x, t)

∂t
= AWL(x, t) +GLg∆Wg(x, t)+

(GL −GZL)∆WL(x, t) + UL (14)

对于跟随节点:

∂Wg(x, t)

∂t
= GgL∆WL(x, t)+

(Gg −GZg)∆Wg(x, t) + Ug (15)

P Q K

推论 1. 对于源节点系统 (14)及跟随节点系统 (15),
任意给定的正定矩阵 ,  , 若存在矩阵 , 使得如下线性

矩阵不等式成立:
Φ1 +ΦT

1 0 0

0 Φ2 −pGLg −GT
gLQ+X2

0 ∗ Φ3 +ΦT
3

 < 0 (16)

其中

Φ1 = 2pAI + 2X1

Φ2 = −p(GL −GZL)− p(GL −GZL)
T

Φ3 = −Q(Gg −GZg) +X3

X1 = pK

X2 = BTφTQ

X3 = QΨ

∗
则系统 (14)和 (15)在给出的边界条件以及源控制器 (10)
和 (11)下是渐近稳定的, 符号 “  ” 代表矩阵的对称项.

证明. 构造 Lyapunov-Krasovskii函数

V =

∫
Ω

(
W T

L(x, t)PWL(x, t) +W T
g (x, t)QWg(x, t)

)
dx

证明参考定理 1. □ 

4    数值仿真

为了说明问题, 考虑如下分布参数系统及控制系统



∂WL(x, t)

∂t
= F (WL(x, t)) +GLg∆Wg(x, t) +

(GL −GZL)∆WL(x, t) + UL

∂Wg(x, t)

∂t
= GgL∆WL(x, t) +

(Gg −GZg)∆Wg(x, t) + Ug

l = 1 n− l = 3

L = 4.5

G =

[
GL GLg

GgL Gg

]
GL = 0 GLg = [−1, −0.1,

−0.01] Gg =

 0 −0.5 −0.05

0.5 0 −0.25

0.05 0.25 0

 GZL = −1.11

GZg = diag{0.45, 0.35, 0.31}

对分布参数系统, 取源节点为 , 随节点 ,
系统参数非线性函数与经验函数误差满足:  , 扩散−

吸收因子  , 其中,  ,  

,     , 所以 ,   ,

  . 

K = −4.9603 B =

[−1, −3, −3.8]T φ = diag{0.4569, 0.0152, 0.0012} Ψ =

diag{−1, −3, −3.8}

应用定理 1所提出的方法, 通过 MATLAB软件中的

LMI工具箱, 可以得到控制系统参数:    ,  
,     , 即,   
.

w1(x, 0) = exp(0.7× (−x+5))

w2(x, 0)=10× sin(x) w3(x, 0)= sin(2× x) w4(x, 0) = 0.1×
sin(3× x)

给定系统的初始条件 :     ,
,   ,   

, 图 1和图 2分别给出了系统源节点状态和系统

跟随的状态图.
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WL(x, t)图 1    系统源节点  状态图

WL(x, t)Fig. 1    The system state of source nodes  
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(b) 跟随节点W3(x, t) 状态图
(b) The state of following nodesW3(x, t)
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(c) 跟随节点W4(x, t) 状态图
(c) The state of following nodesW4(x, t)
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Wg(x, t)图 2    系统跟随节点  状态图

Wg(x, t)Fig. 2    The system state of following nodes  
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5    小结

本文将构成分布参数系统的空间分成若干份, 每份为

一个节点, 在所有的节点中, 将能产生量变的源头定义为

源节点, 跟随源节点变化的节点定义为跟随节点, 由此构

建分布参数系统模型. 对于源节点, 根据经验函数结合反

馈偏差调节设计控制器; 对于跟随节点, 考虑源节点控制

的逸散作用, 设计控制器, 利用 Lyapunov稳定性理论并结

合 LMI处理方法, 得出了分布式参数系统稳定源控制器存

在的充分条件. 最后结合所给条件, 给出一个数值仿真并

说明其有效性.
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