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摘    要   郊狼优化算法 (Coyote optimization algorithm, COA)是最近提出的一种新颖且具有较大应用潜力的群智能优

化算法, 具有独特的搜索机制和能较好解决全局优化问题等优势, 但在处理复杂优化问题时存在搜索效率低、可操作性差和

收敛速度慢等不足. 为弥补其不足, 并借鉴灰狼优化算法 (Grey wolf optimizer, GWO)的优势, 提出了一种 COA与 GWO
的混合算法 (Hybrid COA with GWO, HCOAG). 首先提出了一种改进的 COA (Improved COA, ICOA), 即将一种高斯

全局趋优成长算子替换原算法的成长算子以提高搜索效率和收敛速度, 并提出一种动态调整组内郊狼数方案, 使得算法的

搜索能力和可操作性都得到增强; 然后提出了一种简化操作的 GWO (Simplified GWO, SGWO), 以提高算法的可操作性

和降低其计算复杂度; 最后采用正弦交叉策略将 ICOA与 SGWO二者融合, 进一步获得更好的优化性能. 大量的经典函数

和 CEC2017复杂函数优化以及 K-Means聚类优化的实验结果表明, 与 COA相比, HCOAG具有更高的搜索效率、更强的

可操作性和更快的收敛速度, 与其他先进的对比算法相比, HCOAG具有更好的优化性能, 能更好地解决聚类优化问题.
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Hybrid Coyote Optimization Algorithm With Grey Wolf Optimizer and

Its Application to Clustering Optimization
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Abstract   Coyote optimization algorithm (COA) is a novel swarm intelligence optimization algorithm with great
application potential, which was proposed recently. It has a unique search mechanism and the advantages to solve
global optimization problems well and so on. But when dealing with the complex optimization problems, it has some
defects, such as low search efficiency, poor operability, slow convergence speed and so on. To make up for COA's
disadvantages and utilize the advantages of grey wolf optimizer (GWO), a hybrid COA with GWO (HCOAG) is
proposed. Firstly, an improved COA (ICOA) is proposed. A Gaussian global-best growing operator replaces the
growing operator of the original algorithm to improve the search efficiency and convergence speed, and a dynamic
adjustment scheme of coyote number in each group is proposed to enhance the search ability and operability.
Secondly, in order to improve the operability and reduce the computational complexity of the algorithm, a simpli-
fied GWO (SGWO) is proposed. Finally, ICOA and SGWO are integrated by a sinusoidal crossover strategy to fur-
ther get better optimization performance. A large number of experimental results on classical benchmark func-
tions and CEC2017 complex functions and K-Means clustering show that, compared with COA, HCOAG has high-
er search efficiency, stronger operability and faster convergence speed. Compared with other state-of-the-art com-
parison algorithms, HCOAG has better optimization performance and can solve clustering optimization problems
better.
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在现实世界中, 无时无处无不面临着优化问题.
随着社会的发展, 急需处理的优化问题越来越多样

化并越来越复杂. 而诸如牛顿法、梯度下降法等传

统的方法不能够很好地处理这些急需解决的优化问

题. 因此, 许多研究者建立了各种仿生类的智能计

算模型, 提出了许多智能优化算法. 群智能优化算

法 (Swarm intelligence optimization algorithm,
SIOA)是模拟自然界社会群体集体行为的一种智

能优化方法 [1], 包括粒子群优化 (Particle swarm
optimization, PSO)算法[2]、灰狼优化算法 (Grey
wolf optimizer, GWO)[3]、郊狼优化算法 (Coyote
optimization algorithm, COA)[4] 等. SIOA具有易

于实现、能有效处理全局优化和大规模优化问题等

优势, 广泛应用于多目标优化、数据聚类以及模式

识别等诸多领域[5]. 但根据无免费午餐定理[6], 没有

任何一种 SIOA能独立地解决所有的优化问题, 每
种 SIOA都有自身的优势和局限性. 因此许多学者

提出了大量新奇和改进的 SIOA, 其中包括算法的

混合改进. 两种或多种算法的混合可以达到优势互

补, 以获得最佳的优化性能[7].
GWO是由 Mirjalili等[3] 于 2014年提出的一

种新颖的 SIOA, 具有原理简单、开采能力强、可调

参数少等优点, 但存在易陷入局部最优、解决复杂

优化问题性能差等缺点. 因此许多学者对其进行了

研究和改进, 其中包括混合改进. 例如张新明等 [7]

提出一种 GWO与人工蜂群算法的混合算法, 其中

在人工蜂群观察蜂阶段自适应融合 GWO, 以便增

强开采能力和提高优化效率. Zhang等[8] 提出一种

基于生物地理学优化算法和 GWO的混合算法, 将
改进的基于生物地理学优化算法和基于反向学习

的 GWO混合, 使得优化性能最大化. Teng等[9] 提

出一种 PSO与 GWO结合的混合算法, 该算法具

有更好的寻优能力和更强的鲁棒性. Arora等[10] 提

出一种乌鸦搜索算法与 GWO的混合算法, 更有效

地实现了全局优化.
COA是由 Pierezan等[4] 于 2018年提出的一

种模拟郊狼群居生活、成长、生死等现象的新型

SIOA. COA具有独特的搜索模型和结构以及出色

的优化能力, 尤其在解决复杂优化问题优势明显,
但仍存在搜索效率低、可操作性不强以及收敛速度

慢等缺陷, 且由于 COA提出的时间较短, 需改进和

完善并拓展其应用领域. 鉴于 GWO和 COA各有

优势和不足, 本文将两种算法分别进行改进和简化,
得到改进的 COA (Improved COA, ICOA)和简化

的 GWO (Simplified GWO, SGWO), 然后通过正

弦交叉策略将 ICOA和 SGWO有机融合在一起,
从而获得了一种性能优越且高效的混合 COA (Hy-

brid COA with GWO, HCOAG). 另外, 混合算法

的研究一直是优化领域的热点, 因此研究 GWO与

COA的混合是一项较有意义的工作. 

1    灰狼优化算法

α β δ ω

α β δ ω

GWO模拟了自然界中灰狼种群严格的社会等

级制度和群体捕食行为. 在其社会等级制度中, 灰
狼从高到低依次为 ,  ,  ,   狼. 其捕食行为是追

踪和接近猎物、追捕和包围猎物、攻击和捕杀猎物.
GWO将狼群中的 ,  ,  ,   狼的位置分别代表第

一最优解、第二最优解、第三最优解和候选解. 灰狼

包围行为的数学模型为

Dis = |C ⊗Xp (t)−X (t)| (1)

X (t+ 1) =Xp (t)−A⊗Dis (2)

A = 2a× r1 − a (3)

C = c1 × r2 (4)

a = 2− 2t

MaxDT
(5)

Dis t

Xp X

A C

MaxDT r1 r2

⊗

其中,   是灰狼与猎物间的距离,   是当前迭代

次数,   是猎物的位置向量,   是灰狼的位置向

量.   和  是系数向量. 系数 a在迭代过程中从 2
线性递减到 0,   是最大迭代次数,   和 

是 [0, 1]中的均匀分布随机向量, c1 为可调参数[11],
 表示两个向量各个对应的分量相乘. 狩猎行为的

数学模型为

Disα = |C1 ⊗Xα (t)−X (t)| (6)

Disβ = |C2 ⊗Xβ (t)−X (t)| (7)

Disδ = |C3 ⊗Xδ (t)−X (t)| (8)

X1 =Xα (t)−A1 ⊗Disα (9)

X2 =Xβ (t)−A2 ⊗Disβ (10)

X3 =Xδ (t)−A3 ⊗Disδ (11)

X(t+ 1) =
X1 +X2 +X3

3
(12)

Disα Disβ Disδ

ω α β δ

其中,  ,   和  分别表示当前狼与 3头
最优灰狼间的距离. 式 (12)代表  狼在 ,   和  狼

的引导下移动的新位置, 即GWO产生的新解. GWO
的流程图见图 1.

ω

从上述描述和图 1 可知 ,  与 PSO 等经典的

SIOA相比, GWO的主要特点有: 1) GWO采用 3头
最优狼 (最优解)引导  狼围猎, 有较强的局部搜索

能力, 但在解决复杂优化问题时, 容易陷入局部最优;
2) GWO仅有两个参数 a和 c1, 前者采用动态调整
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方式, 后者 c1常取常数 2, 调整的参数少, 故可操作

性强; 3) 原理简单、易于实现, 但更新是基于维的

计算, 需计算式 (6)~(12), 故计算复杂度较高; 4)目
标函数采用并行计算方式, 故运行速度较快. 

2    郊狼优化算法

COA包含初始化参数和狼群、组内郊狼成长、

郊狼生与死和被组驱离与接纳[4] 等 4个主要步骤. 

2.1    参数初始化和随机初始化郊狼群组

N Np

Nc MaxDT N = Nc ×Np

p c j

soc

fit

首先设置参数, 如郊狼群规模 , 郊狼组数 ,
组内郊狼数  和  等, 其中,  .
然后随机初始化郊狼群组, 第  组第  个郊狼第  维

的随机化操作如式 (13). 最后计算每头郊狼  的

社会适应度值 , 如式 (14).

socc, j = lbj + r × (ubj − lbj) (13)

fitc = f(socc) (14)

· · ·
其中, lbj和 ubj分别表示郊狼第 j维社会状态因子的

下界和上界, j = 1, 2,  , D, D为搜索空间的维

度, r为 [0, 1]内均匀分布的随机数, f表示适应度

函数. 

2.2    组内郊狼成长

alpha cult组内最优狼  、组文化趋势  以及随机

cr1 cr2

δ1 δ2 cult

cult δ1 δ2

选取的两头郊狼  和  影响组内郊狼的成长过

程, 即组内郊狼成长受  和  的影响. 其中  的

计算如式 (15)所示, 即其每一个因素是组内所有郊

狼对应社会因子的中位数 (O为排名后的社会因子

序列), 故   又称中值郊狼 .    和   计算见式

(16)和式 (17), 郊狼的成长方式见式 (18).

cultj =


ONc+1

2 , j , Nc 是奇数

ONc
2 , j +ONc

2 +1, j

2
, Nc 是偶数

(15)

δ1 = alpha− soccr1 (16)

δ2 = cult− soccr2 (17)

new_socc = socc + r3 × δ1 + r4 × δ2 (18)

new_socc
r3 r4

new_fitc

其中,   是组内第 c头郊狼成长获得的新

解,   和  是 [0, 1]内均匀分布的随机数. 组内的

郊狼成长后评估其社会适应能力如式 (19) 所示,
 为新适应度值.

new_fitc = f(new_socc) (19)

最后采用迭代贪心算法进行优胜劣汰 (式 (20)),
如此新产生的更优郊狼参与组内其余郊狼成长以加

快收敛速度.

soc =

{
new_socc, new_fitc > fitc

socc, 其他
(20)

 

2.3    郊狼生与死

(pup)幼郊狼  的诞生受随机选择父母郊狼的遗

传基因和环境因素的影响, 见式 (21)所示.

pupj =


soccr1, j , rj < Ps 或 j = j1

soccr2, j , rj ≥ Ps + Pa 或 j = j2

Rj , 其他

(21)

rj j1 j2

Rj

Ps Pa

其中,   是均匀分布在 [0, 1]内的随机数;   和 

是两个随机选择的维度标号, 以确保两个父郊狼的

基因能够遗传给幼狼;   是在第 j维决策变量范围

内随机产生的变异值;   和  分别是分散概率和

关联概率, 它们决定着幼狼被遗传和变异的情况,
如式 (22)和式 (23)所示.

Ps =
1

D
(22)

Pa =
1− Ps

2
(23)

幼狼出生后, 评估其社会适应能力, 并依照其

能力决定生与死, 具体描述如下: 在社会适应能力

上, 1)组内只有一个郊狼比幼狼差时, 则此郊狼死

亡, 幼狼存活, 并设它的年龄为 0, 即 age = 0; 2)组

 

开始

根据式 (6)~(12) 更新灰狼的位置 Xi, 并对它进行边界控制

满足终止条件?

Y

N

结束

更新参数 a, A 和 C

计算每头灰狼的适应度值, 确定 Xa 狼、Xb 狼和 Xd 狼

并行计算每头灰狼的适应度值, 更新 Xa 狼、Xb 狼和 Xd 狼

设置参数 a, A, c1 = 2, C, 随机初始化灰狼种群

输出最优解 Xa

 

图 1    GWO的流程图

Fig. 1    Flow chart of GWO
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内有多个郊狼比幼狼差时, 能力差且年龄最大的郊

狼死亡, 幼狼存活, 并设 age = 0; 3)组内所有郊狼

都比幼狼强时, 幼狼死亡. 

2.4    郊狼被驱离和接纳

Pe

Pe

在 COA中, 郊狼以  的概率被组驱离和接纳.
郊狼初始被随机分配到组群中, 但有时某些郊狼会

离开它所在组群而加入另一组群, 这种随机驱离和

接纳用来保证组内郊狼的多样性和组间信息共享,
 的计算方式为

Pe = 0.005×Nc
2 (24)

COA的伪代码如算法 1所示.

算法 1. COA算法

Np Nc 1. 设置  和  等参数, 随机初始化郊狼种群并随机

分组, 评估每个郊狼的社会适应能力, 确定全局最优郊狼

MaxDT 2. For t = 1 To    Do

Np 3. For p = 1 To    Do

alpha 4. 确定组内最优的  狼

cult 5. 根据式 (15)计算组文化趋势 

Nc 6. For c = 1 To    Do

alpha cult 7. 根据  和  进行郊狼成长, 如式 (16)~(18)
 8. 使用贪心算法优胜劣汰保留更优郊狼和全局最优

　　　  郊狼

 9. End For

 10. 幼狼出生与死亡, 出生如式 (21), 按其社会能力决

　　　　定其生死

 11. End For

 12. 郊狼采用如式 (24)的概率被组驱离和接纳

age = age+ 1 13. 更新郊狼的年龄,  

 14. End For

 15. 输出全局最优郊狼

Pe Np Nc

从以上描述可知, 与 PSO等经典的 SIOA相

比, COA的主要优势有: 1)具有很好的搜索框架,
即多组结构, 郊狼随机被组驱离和接纳等使郊狼群

具有多样性, 有较强的探索能力, 能够更好地解决

复杂优化问题[12]; 2)组内最优郊狼和组内文化趋势

引导组内每个郊狼的成长, 增强了局部搜索能力;
3)郊狼组内的生与死受随机选择父郊狼的遗传因

子和环境变异因子影响, 郊狼生与死算子使得 COA
具有一定的全局搜索能力. 其主要不足有: 1)结构

复杂, 计算复杂度高; 2)采用迭代贪心算法, 稳定性

差, 效率低; 3)需调整的参数多, 如 ,   和  等

需调整, 可操作性差; 4)多组结构等虽然增强了探

索能力, 但组与组之间信息共享不足, 导致搜索后

期收敛速度慢. 

3    灰狼与郊狼混合优化算法
 

3.1    提出 HCOAG 的动机

COA与 GWO虽然同属狼群算法, 但二者有

许多不同. 如在搜索方式上, 前者模拟郊狼的成长、

生与死, 而后者模拟灰狼的等级制度和狩猎模式;
在引导上, 前者仅仅使用一头最好的狼来引导其它

狼成长, 而后者使用 3头最优狼来引导其它狼搜索;
在结构上, 前者复杂, 后者简单; 在产生新解方式

上, 前者有两种方式, 后者只有一种方式等等. 因
此, COA和 GWO各有优势和不足. 为了弥补二者

不足, 本文将 COA和 GWO两种狼群算法经过改

进后进行了有机结合, 从而获得一种性能优越且高

效的混合算法 (HCOAG). 

3.2    改进的郊狼优化算法

ICOA主要包括高斯全局趋优成长算子和动态

调整组内郊狼数方案. 

3.2.1    高斯全局趋优成长算子

为了提高郊狼成长后的社会适应能力、组与组

之间的信息共享程度及算法收敛速度 ,  受 Om-
ran等[13] 提出的全局最优和声搜索算法中趋优策略

及高斯分布的启发, 对其组内郊狼成长方式进行改

进, 提出一种高斯全局趋优成长算子. 全局趋优算

子充分利用郊狼种群当前全局最优郊狼的状态信

息, 使郊狼成长向当前全局最优郊狼趋近, 提高开

采能力, 也使得组内信息经全局最优解达到组间共

享. 高斯分布又称为正态分布, 与 COA的均匀随机

分布 [0, 1]相比, 可以增加搜索范围, 在一定程度上

增强全局搜索能力.
在组内郊狼成长过程中, 在式 (18)中引入趋优

算子和高斯分布随机因子, 具体见式 (25)和式 (26).

δ3 = GP − soccr1 (25)

new_soc1 = soc+ rn1 × δ3 + rn2 × δ2 (26)

GP δ3

(cr1) GP

rn1 rn2

new_soc1
δ2 δ3

式 (25)中,   为当前全局最优郊狼的状态,   表

示组内随机选取的一个郊狼状态  与  的差

值. 式 (26)中,   和  是均值为 0、方差为 1的
高斯 (正态)分布产生的随机数,   表示每头

郊狼在  和  的共同作用下成长产生的新状态 (新解).

δ2

δ3

从式 (25)和式 (26)可以看出, 与 COA相比,
在搜索前期, 个体间差异大, 缩放因子 (高斯随机

数)变化范围大, 故增强了探索能力. 在搜索后期,
虽然还是采用高斯随机数, 但个体间差异小,   和

 的值变小, 故搜索范围变小, 强化开采能力. 且由

于采用全局最优解引导, 故更增强了开采能力, 同
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时上一组获得的全局最优解, 会作用于下一组的郊

狼成长, 如此形成一种信息共享的正反馈作用, 大
幅度加快了收敛速度. 另外, 所有组内郊狼成长后

并行计算它们的适应度值和优胜劣汰, 提高了运行

速度和稳定性. 

3.2.2    动态调整组内郊狼数方案

Nc Np

Nc Np = N/Nc Np Nc

Np

Np Nc

N = 100 Np Nc

Nc Nc

Nc = 4

Nc

如上文所述, COA有多个参数需要调整, 可操

作性差. 对于以上改进的 COA, 主要有两个参数

 和  对优化性能影响较大. 在 N固定下, 如果

 确定, 则 , 即  越大,   越少, 成长

操作少, 但全局解的作用逐组增强, 开采强; 反之,
成长操作多,   少, 全局解的作用减弱, 开采弱. 为
了提高 COA的可操作性, 本文对  和  参数进

行动态调整. 设 , 则  和  必须为 100的
因子, 依据文献 [4], 每组郊狼数不能超过 14, 所以

 只能为 4、5和 10. 由于  不能少于 3, 这是因

为组内郊狼成长至少需要 3头郊狼, 包括随机选取

的两头郊狼和组内最优郊狼. 当  时可选郊狼

范围受限制, 所以  最可能的取值为 5和 10, 故具

体的分配方式如图 2所示, 动态调整参数方案如算

法 2所示.
  

N = 100

Nc = 5 Np = 20 Nc = 10 Np = 10

N = 100

 

Np Nc图 2   组数  与组内郊狼数  的分配图

Nc NpFig. 2    Disposition graph of two parameters    and  
 

Nc Np算法 2. 动态调整参数  和 

 1. If 在搜索后期

Nc = 5 2.  

 3. Else 在搜索前期

Nc = 10 4.  

 5. End If

Np = N/Nc 6.   和随机分组

Nc = 5 Np = 20

Nc = 10 Np = 10

Pe

在搜索后期,  , 则 , 组数多, 增
强全局解的正反馈作用, 局部搜索能力增强; 在搜

索前期,  , 则 , 组数少, 减弱全局解

的正反馈作用, 全局搜索能力增强. 因此, 动态调整

组内郊狼数参数不仅提高了可操作性, 而且可以更

好地平衡探索与开采能力. 另外, 在动态调整参数

之后, 随机分组, 如此可以省去郊狼被组驱离与接

纳这个过程, 从而不需要调整参数 , 因此提高了

可操作性. 

3.3    简化的灰狼优化算法

为了进一步解决 COA存在搜索效率低和易陷

入局部最优的问题, 本文引入 GWO搜索方式. 首
先提出一种精简的 GWO 搜索方式, 即将式 (6)~
(11)与 COA组内郊狼进行融合并简化, 具体如式

(27)~(29).
NX1 = GP −A1 ⊗ |GP − tempc| (27)

NX2 = alpha−A2 ⊗ |alpha− tempc| (28)

NX3 = cult−A3 ⊗ |cult− tempc| (29)

tempc NX1

NX2 NX3 GP alpha

cult

其中,   表示当前组第 c个郊狼的状态.  ,
 和  表示组内郊狼分别在 ,   和

 的引导下获得成长的情况. 从式 (27)~(29)可
以看出, 这 3个式子去掉了式 (6) ~ (8)中的可调参

数向量 C, 保留 GWO的优势并克服其不足, 即在

SGWO中, 去掉 C, 无需调整 c1, 也省略了向量 C
的相关计算. 所以, 这种简化的 GWO在保证其有

较强开采能力的同时, 提高了可操作性并降低了计

算复杂度. 为了更进一步简化计算, SGWO直接采

用 COA中的当前全局最优郊狼、组内最优郊狼和

中值郊狼 (组内文化趋势)的引导寻找最优解, 无需

寻找组内的第二和第三最优郊狼, 如此 SGWO与

COA 达到了一种高效融合. 为方便理解 SGWO,
关于 GWO中的灰狼等级情况与 SGWO中的等级

情况的对比见图 3所示.
  

a

b

d

w

全局最优郊狼 (GP)

组内最优郊狼 (alpha)

中值郊狼 (cult)

其它郊狼 

图 3   GWO与 SGWO的等级情况对比

Fig. 3    Comparison of hierarchies of GWO and SGWO
  

3.4    正弦交叉混合策略

为了平衡 COA组内郊狼成长的探索与开采能

力, 本文采用正弦交叉策略将 ICOA与 SGWO有

机混合. 其中交叉策略是指在一定概率的情况下,
两个解进行交叉得到一个新解. 当概率为零时, 两
个解的维值不交换; 当概率为 1时, 两个解的维值

全部交换, 这两种情况都不能产生新解. 因此只有

概率为一个适当的值时, 两个解的交叉效果才会达

到最好. 其中使用正弦函数概率模型使得探索和开

采都有良好的表现, 即使用正弦函数自适应控制交

叉概率 CR (在 0.5附近前期小幅度波动, 后期大幅
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度跳动) 可以兼顾组内郊狼的多样性和收敛性 [14],
其计算式为

CR = 0.5×(
sin (2π × 0.25× t+ π)× t

MaxDT
+ 1

)
(30)

本文采用的正弦交叉策略见算法 3 所示, 在
rand < CR的概率下, 组内第 c个郊狼 D维中一些

维的值采用 SGWO搜索方式获取; 反之, 组郊狼的

第 c个郊狼 D维中的其余维值采用高斯全局趋优

成长算子获取. 这种交叉策略具有如下特点: 1)增
强了组内各类郊狼的信息交流; 2)交叉两个新解,
二者的信息融合获得有别二者的新解, 增强了新解

的多样性, 降低陷入局部最优的概率; 3) 前期在

CR为 0.5的附近小幅度波动, 高斯全局趋优操作

和 GWO操作以近似等概率的方式产生新解, 多样

性强, 强化探索能力; 后期在 CR为 0.5的附近大幅

度跳动, 如此产生的新解以其中一种操作为主, 多
样性降低, 强化了开采能力.

算法 3. 正弦交叉策略

 1. 计算正弦交叉概率, 见式 (30)

 2. 选定第 p组第 c个郊狼

 3. For j = 1 To D Do

 4. If rand < CR

 5. 计算式 (27)~(29)
new_cj = (NX1, j +NX2, j +NX3, j)/3 6.  

 7. Else

 8. 采用高斯全局趋优成长算子的式 (26)

 9. End If

 10. End For

正弦交叉策略有机融合了两种搜索方式, 很好

地平衡了成长过程的探索与开采能力. HCOAG的

流程图见图 4.
从图 4可以看出, 与 COA相比, HCOAG主要

有如下不同: 1)成长方式采用正弦交叉策略融合高

斯全局趋优方式和 SGWO方式; 2)组内郊狼的适

应度值采用并行计算; 3)动态调整参数方案; 4)丢
弃了郊狼被组驱离与接纳的过程. 

4    函数优化实验结果与分析
 

4.1    实验环境配置及参数设置

为验证 HCOAG的有效性, 本文采用经典基准

函数和来自 CEC2017的复杂函数进行优化实验.
CEC2017包括单峰函数 (F1~F3)、多峰函数 (F4~
F10)、混合函数 (F11~F20)和复合函数 (F21~F30), 详

细情况见文献 [15]. 实验环境采用主频 3.00 GHz的
Inter(R) Core(TM) i5-7400 CPU和内存 8 GB的

PC机, 操作系统采用 64位的Windows 10, 编程语

言采用 MATLAB2017A. 选取的对比算法包括

GWO [3]、COA [4]、MEGWO (Multi-strategy en-
semble GWO)[16]、DEBBO (Differential evolution
and biogeography-based optimization)[17]、HFPSO
(Hybrid firefly with PSO) [18]、SaDE (DE with
strategy adaptation)[19]、SE04 (Spherical evolu-
tion)[20]、FWA (Fireworks algorithm)[21] 和 TLBO
(Teaching-learning based optimization)[22]. MEG-
WO是最近提出的 GWO改进算法, 文献 [16]表明

它优于GWO及其改进版以及其他的 SIOA. DEBBO
是 DE与 BBO的混合算法, 文献 [17]表明它优于

DE和 BBO及其他优秀的 SIOA. HFPSO是 PSO
和 FA的混合算法, 文献 [18]表明它优于 PSO和

FA等 SIOA. SaDE具有显著优秀性能, 文献 [19]表
明 SaDE优于 DE等 SIOA. SE04是球形进化算法

 

开始

设置参数: 令 t = 0, 随机初始化郊狼种群, 计算每头郊狼的社
会适应能力, 获取当前全局最优郊狼 GP

动态调整郊狼组数 Np 和每组郊狼数 Nc

计算组内最优 alpha 狼和组文化趋势 cult

满足终止条件?

根据式 (21) 随机选择父郊狼和环境影响的变异值产生新生
郊狼, 计算其社会适应能力, 与年龄最老、社会适应能力最
差的郊狼相比保留较好郊狼, 如果新生郊狼存活, 年龄置为

0, 并更新全局最优郊狼 GP; 否则, 新生郊狼死亡

t = t + 1，动态调整参数 a 和 CR

根据式 (25) 和式 (26) 计算郊狼组内成长过程

边界并行控制处理, 并行计算每头郊狼的社会适应能力, 
贪婪选择保留最优郊狼和更新全局最优郊狼 GP

结束

更新郊狼年龄

输出全局最优郊狼 GP

Y

随机分组

根据正弦交叉策略, 郊狼组内成长一部分采用高斯趋优成长
算子, 一部分采用精简的灰狼优化算法

第 3.2 节
改进

第 3.2 节
改进

第 3.3 节
和第 3.4 
节改进

N

 

图 4    HCOAG流程图

Fig. 4    Flow chart of HCOAG
 

2762 自       动       化       学       报 48 卷



的变体之一, 文献 [20]表明 SE04显著优于 GWO
等算法. FWA和 TLBO也是目前较为新型算法的

代表. 总之, 这些对比算法具有较强的竞争性.

D = 30

D = 10 D = 30 MaxDT

N = 100 Nc = 5

Np = 20 Np Nc

为公平起见, 所有算法的公共参数设置相同.
在 CEC2017 上, 依据文献 [15] 的参数最佳推荐,

, 最大函数评价次数 10 000 × D, 独立运行

51次. 在经典函数的  和  上,  
分别为 100和 500, 独立运行 30次. 依据文献 [4]的
推荐, COA的最佳参数设置为:  ,  ,

. HCOAG的 N也设置为 100,   和  无

需调整, 算法其他参数采用相应文献中推荐的最佳

设置.
一般单峰函数用来考察一个算法的局部搜索能

力, 多峰函数考察其全局搜索能力, 混合和复合函

数考察其处理复杂问题的能力 .  本文采用均值

(Mean)和方差 (Std)分别评估一个算法的优化性

能和稳定性. 在解决极小值问题中, 均值越小表示

算法性能越好, 方差越小表示算法稳定性越好. 另
外, 还采用了排名 (Rank)方法. 其评价标准是先比

较算法获得的均值, 均值越小算法名次越好; 在均

值相同的情况下, 再比较方差, 方差越小算法名次

越好. 结果表中的 “Count”表示排名为第一的总次

数, “Ave rank”表示平均排名情况, “Total rank”表
示在 “Ave rank”基础上的总排名情况, 最优者用加

粗字体表示. 

4.2    与不完全算法的对比分析

(Nc = 5

Np = 20 Nc = 10

Np = 10

为验证每个改进对 HCOAG优化性能的贡献,
将 HCOAG与其不完全算法 HCOAG5   和

 的 HCOAG)、HCOAG 1 0   (   和

 的 HCOAG)、ICOA、SGWO、GWO 和

COA在 CEC2017的 30维函数上进行实验, 实验

结果如表 1所示.
从表 1中可以看出, HCOAG5在单峰函数上获

 
表 1    HCOAG与其不完全算法的结果对比

Table 1    Comparison results of HCOAG and its incomplete algorithms

函数 标准 HCOAG COA GWO HCOAG5 HCOAG10 ICOA SGWO

F1

Mean 7.4494×10−4 1.2099×103 1.2813×109 4.1072×10−4 1.9800×10−3 1.0737×102 3.3279×103

Std 1.4801×10−3 1.2998×103 9.6388×108 8.5916×10−4 2.9438×10−3 1.0569×102 4.3271×103

Rank 2 5 7 1 3 4 6

F2

Mean 1.1941×101 2.9013×1021 3.1831×1032 4.8580×103 1.8078×101 8.6764×1015 3.3582×1014

Std 2.4077×101 1.1462×1022 1.5894×1033 3.3985×104 5.0208×101 3.5675×1016 1.3200×1015

Rank 1 6 7 3 2 5 4

F3

Mean 9.5410×10−1 6.0573×104 2.8342×104 7.6972×10−1 1.0995×100 3.3032×104 8.7276×102

Std 1.9288×100 1.0177×104 9.2323×103 9.8032×10−1 1.6794×100 6.8409×103 7.2376×102

Rank 2 7 5 1 3 6 4

F4

Mean 1.8113×101 8.4041×101 2.0825×102 2.0841×101 2.8446×101 4.8248×101 1.0495×102

Std 2.7696×101 8.5306×100 8.4445×101 3.0540×101 3.1826×101 3.3517×101 2.4806×101

Rank 1 5 7 2 3 4 6

F5

Mean 2.8433×101 5.2890×101 9.6116×101 3.5884×101 3.0204×101 3.4844×101 3.1488×101

Std 6.8886×100 1.5025×101 3.2690×101 1.0115×101 8.8983×100 1.0983×101 9.2242×100

Rank 1 6 7 5 2 4 3

F6

Mean 1.7483×10−7 1.6399×10−5 6.3664×100 9.4452×10−7 1.5005×10−6 2.8782×10−4 2.0381×10−2

Std 4.7524×10−7 9.6428×10−6 3.1596×100 2.4080×10−6 5.9643×10−6 1.6254×10−4 2.7102×10−2

Rank 1 4 7 2 3 5 6

F7

Mean 6.1055×101 7.5148×101 1.4460×102 6.7082×101 5.9300×101 6.7675×101 6.4025×101

Std 1.0851×101 1.3762×101 4.6314×101 1.1241×101 9.4998×100 1.1520×101 1.1856×101

Rank 2 6 7 4 1 5 3

F8

Mean 3.2489×101 5.6110×101 8.4662×101 3.6085×101 2.9446×101 3.6138×101 3.1775×101

Std 1.2272×101 1.8774×101 2.5270×101 8.8063×100 7.9048×100 1.0081×101 7.8884×100

Rank 3 6 7 4 1 5 2

F9

Mean 2.7362×10−1 5.6225×10−1 5.5392×102 5.2270×10−1 2.5931×10−1 8.8559×10−2 7.4159×100

Std 4.8298×10−1 1.0209×100 3.2695×102 8.7374×10−1 4.6957×10−1 1.5656×10−1 6.7112×100

Rank 3 5 7 4 2 1 6
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表 1　HCOAG与其不完全算法的结果对比 (续表)

Table 1　Comparison results of HCOAG and its incomplete algorithms (continued table)

函数 标准 HCOAG COA GWO HCOAG5 HCOAG10 ICOA SGWO

F10

Mean 2.2671×103 2.7575×103 3.1862×103 2.5574×103 2.3435×103 2.1380×103 2.1424×103

Std 6.1427×102 4.6685×102 9.7886×102 5.3524×102 6.0670×102 5.6098×102 4.0691×102

Rank 3 6 7 5 4 1 2

F11

Mean 2.1678×101 4.1143×101 4.9771×102 2.9822×101 2.6698×101 2.2685×101 1.0908×102

Std 2.0907×101 2.7367×101 6.4235×102 2.6128×101 2.4059×101 2.0893×101 3.8218×101

Rank 1 5 7 4 3 2 6

F12

Mean 9.8943×103 1.2532×105 4.0285×107 1.2577×104 1.0657×104 1.3660×105 2.0716×105

Std 6.0932×103 1.2555×105 7.3849×107 6.4424×103 6.4606×103 9.3092×104 1.9967×105

Rank 1 4 7 3 2 5 6

F13

Mean 1.9749×103 2.0357×104 2.8073×106 3.0265×103 3.1829×103 3.6293×102 1.3271×104

Std 3.8565×103 2.6333×104 1.6225×107 6.2901×103 8.0719×103 8.9975×101 1.5283×104

Rank 2 6 7 3 4 1 5

F14

Mean 8.6436×101 8.0070×101 1.3112×105 7.7150×101 1.0134×102 5.6726×101 1.4132×104

Std 4.3766×101 1.9915×101 2.3335×105 6.0071×101 9.2585×101 1.4850×101 1.7944×104

Rank 4 3 7 2 5 1 6

F15

Mean 1.8396×103 2.0792×103 3.3658×105 7.1579×102 1.7386×103 6.9111×101 6.6116×103

Std 2.9044×103 7.9984×103 7.9125×105 1.2272×103 2.9477×103 1.9083×101 8.3961×103

Rank 4 5 7 2 3 1 6

F16

Mean 3.0243×102 7.9869×102 8.1416×102 3.3715×102 3.0883×102 4.6416×102 5.0252×102

Std 2.0550×102 2.8651×102 2.6440×102 2.1415×102 1.8878×102 2.6962×102 2.4545×102

Rank 1 6 7 3 2 4 5

F17

Mean 4.7111×101 2.2439×102 2.7004×102 6.4809×101 5.3120×101 3.7365×101 1.3984×102

Std 4.0925×101 1.3518×102 1.3820×102 5.3991×101 4.7801×101 4.0654×101 8.0664×101

Rank 2 6 7 4 3 1 5

F18

Mean 6.1013×104 6.9910×104 7.1643×105 5.1875×104 5.0376×104 3.9930×104 1.8454×105

Std 5.7031×104 1.0210×105 8.2799×105 3.6270×104 3.7592×104 2.0034×104 1.7045×105

Rank 4 5 7 3 2 1 6

F19

Mean 3.4042×101 4.4886×103 4.6400×105 3.4163×101 3.0105×102 2.4678×101 5.4815×103

Std 2.0528×101 1.3325×104 5.4998×105 3.9687×101 1.1322×103 7.1259×100 4.9859×103

Rank 2 5 7 3 4 1 6

F20

Mean 9.6665×101 2.4290×102 3.6059×102 1.0084×102 1.1637×102 1.0389×102 2.0165×102

Std 7.7834×101 1.4995×102 1.0264×102 6.6726×101 7.5890×101 8.7694×101 9.6673×101

Rank 1 6 7 2 4 3 5

F21

Mean 2.3023×102 2.5626×102 2.8298×102 2.3713×102 2.3135×102 2.3724×102 2.3289×102

Std 8.5095×100 1.6800×101 2.5684×101 1.0815×101 9.8453×100 1.1261×101 9.9428×100

Rank 1 6 7 4 2 5 3

F22

Mean 1.0010×102 1.9999×103 8.0434×102 1.0005×102 1.0005×102 1.0005×102 1.2974×102

Std 4.8096×10−1 1.5970×103 1.1113×103 3.4354×10−1 3.4444×10−1 3.4443×10−1 2.0703×102

Rank 4 7 6 1 3 2 5

F23

Mean 3.7755×102 4.1635×102 4.7029×102 3.8706×102 3.7831×102 3.8441×102 3.8854×102

Std 1.0911×101 1.6898×101 2.9324×101 1.3271×101 8.1817×100 1.0543×101 1.3692×101

Rank 1 6 7 4 2 3 5

F24

Mean 4.4827×102 5.4044×102 5.2489×102 4.5484×102 4.4530×102 4.5862×102 4.5671×102

Std 1.0757×101 4.5778×101 3.3902×101 1.1783×101 1.1461×101 1.2203×101 1.1956×101

Rank 2 7 6 3 1 5 4

2764 自       动       化       学       报 48 卷



得最好的结果次数最多, 表明 Np增大, 在提高郊狼

生与死的全局搜索能力的同时 ,  大幅度提高了

COA的开采能力, 即 HCOAG5 中高斯趋优成长和

GWO搜索都采用当前全局最优郊狼引导, 不仅获

得更好的全局最优解, 这种全局最优解又作用于下

一组郊狼的成长过程, 如此形成正反馈机制: Np 越
大, 开采越强, 收敛速度越快. 但容易陷入局部最

优, 如在多峰函数上的表现不尽人意. HCOAG10在
多峰函数上表现出了良好的优化性能, 表明 Np 变
少, 在提高组内郊狼成长的局部搜索能力的同时,
正反馈减弱, 开采能力降低, 即陷入局部最优的概

率也降低了. ICOA中没有精简的 GWO, 整体来说

优于 COA, 表明对 COA的改进是有效的. SGWO
在整体上优于 GWO, 表明 SGWO提高了 GWO
搜索能力. 与 GWO相比, COA的优化性能更好,
即 COA能更好地处理复杂优化问题. 在 7个算法

中, HCOAG 的平均排名为 2.20, COA、GWO、

HCOAG5、HCOAG10、ICOA和 SGWO的平均排

名分别为 5.23、6.87、3.10、2.60、3.07和 4.93, 总排

名的名次分别为 6、7、4、2、3和 5. 在 HCOAG与

6种对比算法中, HCOAG获得了最好的优化性能,
这也说明本文提出的算法是有效的. 

4.3    在经典函数上的优化性能对比

为验证 HCOAG的性能, 首先将其用于经典函

数的优化实验, 并将其结果与 COA、GWO、HFPSO

和 DEBBO的结果进行对比, 实验结果见表 2.

为了能说明问题, 选择 6个经典的、具有代表

性的基准函数的实验结果作为示例进行分析和讨

论, 这 6个函数的信息如表 3所示, 其中 f1 ~ f3 和
f4 ~ f6 分别作为单峰函数和多峰函数的代表. 在此

实验中, 由于 HCOAG是 COA和 GWO的混合算

法, 故选择 COA和 GWO作为对比算法. HFPSO

和 DEBBO是目前两种较为优秀的混合算法, 故选

为 HCOAG的对比算法.

从表 2可以看出, 在D = 10和D = 30上, COA

无论是在单峰还是在多峰函数上优化性能最差, 说

明 COA在处理这些经典函数优化问题上无优势.

在单峰函数的均值和方差上, 除了 f3 外, GWO均

优于HCOAG以及其他 3种对比算法, 证明了GWO

具有较好的开采能力. 在多峰函数上, HCOAG的

性能最佳, 说明 GWO与全局搜索能力强的 COA

混合有效.

从整体上看, 在 D = 10和 D = 30上, HCO-

表 1　HCOAG与其不完全算法的结果对比 (续表)

Table 1　Comparison results of HCOAG and its incomplete algorithms (continued table)

函数 标准 HCOAG COA GWO HCOAG5 HCOAG10 ICOA SGWO

F25

Mean 3.8777×102 3.8706×102 4.7784×102 3.8747×102 3.8729×102 3.8698×102 4.0239×102

Std 5.4462×100 8.0647×10−1 2.3819×101 1.5625×100 1.2735×100 5.4095×10−1 1.5135×101

Rank 5 2 7 4 3 1 6

F26

Mean 1.2578×103 1.6520×103 2.0116×103 1.3249×103 1.2449×103 1.3138×103 1.5024×103

Std 1.9807×102 1.7070×102 5.7618×102 3.1093×102 3.4947×102 1.9599×102 2.8691×102

Rank 2 6 7 4 1 3 5

F27

Mean 5.1091×102 5.0430×102 5.9279×102 5.1349×102 5.1088×102 5.0560×102 5.3331×102

Std 7.7116×100 8.2707×100 3.8462×101 8.6401×100 8.6837×100 7.3827×100 1.1175×101

Rank 4 1 7 5 3 2 6

F28

Mean 3.3558×102 4.0555×102 5.9941×102 3.2930×102 3.3793×102 3.4828×102 4.5710×102

Std 5.3866×101 3.6156×101 6.9788×101 5.1585×101 5.1950×101 5.3564×101 2.3392×101

Rank 2 5 7 1 3 4 6

F29

Mean 4.5991×102 6.6978×102 8.5036×102 4.8821×102 4.6287×102 4.5683×102 6.2453×102

Std 4.4075×101 1.7459×102 1.8235×102 5.5772×101 4.3839×101 4.4800×101 1.1861×102

Rank 2 6 7 4 3 1 5

F30

Mean 2.9823×103 6.0618×103 4.0643×106 3.1036×103 2.9323×103 1.9586×104 6.1880×103

Std 6.1135×102 4.7022×103 3.1688×106 8.4665×102 5.9332×102 7.3086×103 2.8250×103

Rank 2 4 7 3 1 6 5

Count 10 1 0 4 5 10 0

Ave rank 2.20 5.23 6.87 3.10 2.60 3.07 4.93

Total rank 1 6 7 4 2 3 5
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AG的总体平均排名为 1.33, 其他算法的平均排名

依次为: HFPSO (2.50)、GWO (2.75)、DEBBO

(2.92)和 COA (5.00). 这些结果表明, HCOAG不

是对所有优化问题都有绝对优势, 在单峰函数上优

化性能稍差. 而 GWO在单峰函数上具有优势, 对

HCOAG 的性能具有一定的贡献 .  从整体上看 ,

 
表 2    在 6个经典函数上的实验结果对比

Table 2    Comparison results on the 6 classic functions

函数 标准
D = 10

HCOAG COA GWO HFPSO DEBBO

f1

Mean 6.0684×10−9 1.7833×102 9.0799×10−15 3.4157×10−5 6.7086×10−2

Std 4.8458×10−9 6.3524×101 2.4849×10−14 2.4485×10−5 3.1056×10−2

Rank 2 5 1 3 4

f2

Mean 8.4133×10−6 2.3737×100 1.3222×10−9 1.3703×10−3 2.8483×10−2

Std 3.7531×10−6 4.0964×10−1 1.1382×10−9 6.5582×10−4 7.0993×10−3

Rank 2 5 1 3 4

f3

Mean 0 1.6180×102 1.0000×10−1 0 0

Std 0 5.0787×101 3.0513×10−1 0 0

Rank 1 5 4 1 1

f4

Mean 1.2498×10−10 4.0253×100 1.5325×10−6 3.5760×10−7 1.8575×10−3

Std 2.0501×10−10 1.6104×100 9.4192×10−7 4.1539×10−7 1.0158×10−3

Rank 1 5 3 2 4

f5

Mean 2.0046×10−8 7.1619×102 2.4093×10−5 4.6770×10−6 2.6132×10−2

Std 5.9686×10−8 1.5819×103 1.4121×10−5 5.6661×10−6 1.0613×10−2

Rank 1 5 3 2 4

f6

Mean 4.1921×10−10 1.7228×100 1.2593×10−2 4.9377×10−7 3.5149×10−3

Std 4.3501×10−10 5.1829×10−1 6.8779×10−2 4.8665×10−7 1.5826×10−3

Rank 1 5 4 2 3

D = 30

f1

Mean 1.3966×10−17 3.2554×101 5.4432×10−41 7.2595×10−9 2.7076×10−4

Std 3.2255×10−17 5.9567×100 7.1605×10−41 7.3446×10−9 1.1010×10−4

Rank 2 5 1 3 4

f2

Mean 2.8862×10−10 1.3998×100 6.0158×10−24 5.3463×10−5 1.3264×10−3

Std 4.6435×10−10 1.9835×10−1 6.2049×10−24 3.9178×10−5 2.3103×10−4

Rank 2 5 1 3 4

f3

Mean 0 3.3700×101 3.3333×10−2 0 0

Std 0 7.9877×100 1.8257×10−1 0 0

Rank 1 5 4 1 1

f4

Mean 1.0451×10−17 3.8002×100 1.5129×10−2 1.7278×10−2 6.4886×10−5

Std 3.0738×10−17 1.3163×100 1.0471×10−2 3.9296×10−2 2.7878×10−5

Rank 1 5 3 4 2

f5

Mean 5.3309×10−17 1.8376×101 1.6587×10−1 3.2962×10−3 5.0150×10−4

Std 1.5184×10−16 5.8919×100 1.1940×10−1 5.1211×10−3 2.1237×10−4

Rank 1 5 4 3 2

f6

Mean 1.2484×10−18 1.8049×100 7.9738×10−1 8.2480×10−3 8.5930×10−5

Std 1.7135×10−18 4.9152×10−1 7.4565×10−1 4.5176×10−2 3.9292×10−5

Rank 1 5 4 3 2

Count 8 0 4 2 2

Ave rank 1.33 5.00 2.75 2.50 2.92

Total rank 1 5 3 2 4
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HCOAG在经典函数上具有较好的优化性能.
为直观显示 HCOAG、COA、GWO、HFPSO

和 DEBBO的收敛性能, 给出了这 5个算法的收敛

图. 限于篇幅, 本节在 D = 30上选取 2个单峰函

数 (f1和 f2)和 2个多峰函数 (f5和 f6), 如图 5所示.
在单峰函数上, 与HCOAG、COA、HFPSO和DEBBO
算法相比, GWO收敛速度更快, 表现出更好的收

敛性能. 在多峰函数上, 与 COA、GWO、HFPSO
和 DEBBO算法相比, HCOAG表现出了更好的收

敛性能. 综上所述, 表 2和图 5说明了 GWO具有

较好的局部搜索能力和收敛性能, 也部分证明了利

用 GWO局部搜索能力强的优势对 COA的混合改

进是必要和可行的. 

4.4    在 CEC2017 复杂函数上的优化性能对比

为了进一步验证 HCOAG的搜索能力, 将其用

在 CEC2017复杂函数上实验, 并将其结果与 9个
代表性的先进算法 COA、GWO、MEGWO、

HFPSO、DEBBO、SaDE、SE04、FWA和 TLBO
的实验结果进行比较, 其结果见表 4, 其中 SaDE
和 SE04的实验数据直接来自文献 [20].

在均值和方差上, 与 MEGWO 相比, HCO-

AG 优于 23 次 .  与同为混合算法的 HFPSO 和

DEBBO相比, HCOAG分别优于 29次和 23次.
与 SaDE和 SE04相比, HCOAG分别优于 28次
和 29次. 与 FWA和 TLBO相比, HCOAG分别优

于 30次和 29次. 在总排名上, HCOAG排名第一,
接下来依次为 MEGWO、DEBBO、SaDE、SE04、
COA、TLBO、HFPSO、FWA、GWO. 因此, HCO-
AG的性能优于 9个先进对比算法的性能. 

4.5    收敛性能分析

为了验证 HCOAG的收敛性能, 给出 HCOAG
与 COA、MEGWO、DEBBO、TLBO和 HFPSO
在 CEC2017测试集中 30维函数的收敛图. 受篇幅

所限, 本文仅选取有代表性的函数作为示例进行对

比分析. 在 F1 ~ F3 中选取 1 个单峰函数, 即 F1,
在 F4 ~ F10 中选取 F5, F7, F8 这 3个多峰函数, 在
F11 ~ F20 中选取 F11, F12, F16, F17 这 4个混合函

数, 在 F21 ~ F30中选取 F21, F23, F24, F29这 4个复

合函数, 其收敛图见图 6.
从图 6中可以看出, 在 3个函数 F1, F5 和 F8

上 ,  随着函数评价次数的增加 ,  在收敛速度上 ,
HCOAG较对比算法要快得多, 优势明显. 在其余

 
表 3    6个经典函数的情况

Table 3    Details of 6 classical benchmark functions

类型 函数名称 函数表达式 搜索范围 最小值

单峰函数

Sphere f1(x) =

D∑
i=1

x
2
i    [−100, 100] 0

Schwefel 2.22 f2(x) =

D∑
i=1

|xi| +
D∏

i=1

|xi|    [−10, 10] 0

Step f3(x) =

D∑
i=1

(⌊xi + 0.5⌋)2    [−100, 100] 0

多峰函数

Penalized 1

f4(x) =
π

D

{
10sin2 (πyi)+

D−1∑
i=1

(yi − 1)
2
[
1 + 10sin2 (πyi+1)

]
+(yD − 1)

2

}
+

D∑
i=1

u (xi, 10, 100, 4)

yi = 1 +
1

4
(xi + 1)

u (xi, a, k, m) =


k(xi − a)

m
, xi > a

0, −a ≤ xi ≤ a

k(−xi − a)
m
, xi < −a

   

　　　　   

　　　　   

　　　　   

　　　　     

[−50, 50] 0

Penalized 2 f5(x) = 0.1

{
sin2 (πx1) +

D−1∑
i=1

(xi − 1)
2
[
1 + sin2 (3πxi+1)

]
+

(xD − 1)
[
1 + sin2 (2πxD)

]}
+

D∑
i=1

u (xi, 5, 100, 4)

   

　　　　   

[−50, 50] 0

Levy f6(x) =

D−1∑
i=1

(xi − 1)
2
[
1 + sin2 (3πxi+1)

]
+

sin2 (3πx1) + |xD − 1|
[
1 + sin2 (3πxD)

]   

　　　　   
[−10, 10] 0
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图 5    HCOAG与对比算法在 4个经典函数上的收敛图

Fig. 5    Convergence curves of HCOAG and the comparison algorithms on the 4 classical benchmark functions
 

 
表 4    在 30维 CEC2017复杂函数上的优化结果对比

Table 4    Comparison results on the 30-dimensional complex functions from CEC2017

函数 标准 HCOAG COA GWO MEGWO HFPSO DEBBO SaDE SE04 FWA TLBO

F1

Mean 7.4494×10−4 1.2099×103 1.2813×109 4.5517×103 3.9338×103 2.7849×103 3.0714×103 3.2930×103 4.3987×106 2.9846×103

Std 1.4801×10−3 1.2998×103 9.6388×108 1.0677×103 5.3689×103 4.0364×103 3.5072×103 4.2328×103 1.4055×106 3.1471×103

Rank 1 2 10 8 7 3 5 6 9 4

F2

Mean 1.1941×101 2.9013×1021 3.1831×1032 2.8884×108 5.3485×104 1.5057×1017 8.6275×10−1 3.0802×1013 4.1397×1015 1.0448×1016

Std 2.4077×101 1.1462×1022 1.5894×1033 8.0571×108 3.2847×105 3.5179×1017 4.9357×100 1.1694×1014 1.5680×1016 4.7082×1016

Rank 2 9 10 4 3 8 1 5 6 7

F3

Mean 9.5410×10−1 6.0573×104 2.8342×104 2.2633×102 1.5595×10−7 3.6772×104 3.0045×102 9.7974×103 2.4748×104 4.0488×10−4

Std 1.9288×100 1.0177×104 9.2323×103 1.7031×102 2.3334×10−7 5.8394×103 7.3017×102 3.4377×103 6.3467×103 1.6647×10−3

Rank 3 10 8 4 1 9 5 6 7 2

F4

Mean 1.8113×101 8.4041×101 2.0825×102 2.4815×101 6.9386×101 8.4851×101 6.0423×101 8.5881×101 1.1370×102 5.9054×101

Std 2.7696×101 8.5306×100 8.4445×101 2.8995×101 2.1364×101 2.2848×10−1 2.9825×101 1.1251×101 1.7315×101 3.0429×101

Rank 1 6 10 2 5 7 4 8 9 3

F5

Mean 2.8433×101 5.2890×101 9.6116×101 5.6912×101 8.5624×101 5.8216×101 5.6192×101 4.1688×101 1.8456×102 8.5717×101

Std 6.8886×100 1.5025×101 3.2690×101 1.0725×101 1.7427×101 6.5957×100 1.4216×101 8.1545×100 3.3933×101 1.8601×101

Rank 1 3 9 5 7 6 4 2 10 8

F6

Mean 1.7483×10−7 1.6399×10−5 6.3664×100 2.4470×10−1 1.0170×100 1.1369×10−13 8.9317×10−2 7.5481×10−6 5.1770×100 7.2903×100

Std 4.7524×10−7 9.6428×10−6 3.1596×100 8.1620×10−2 2.3644×100 0 1.3955×10−1 3.9880×10−5 3.1351×100 4.4538×100

Rank 2 4 9 6 7 1 5 3 8 10
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表 4　在 30维 CEC2017复杂函数上的优化结果对比 (续表)

Table 4　Comparison results on the 30-dimensional complex functions from CEC2017 (continued table)

函数 标准 HCOAG COA GWO MEGWO HFPSO DEBBO SaDE SE04 FWA TLBO

F7

Mean 6.1055×101 7.5148×101 1.4460×102 8.9106×101 1.0407×102 9.9725×101 9.4945×101 7.2448×101 2.0998×102 1.3661×102

Std 1.0851×101 1.3762×101 4.6314×101 1.0935×101 1.9791×101 6.4285×100 1.9879×101 7.3495×100 4.4817×101 2.4846×101

Rank 1 3 9 4 7 6 5 2 10 8

F8

Mean 3.2489×101 5.6110×101 8.4662×101 5.9398×101 7.2842×101 5.9299×101 5.3942×101 4.4194×101 1.4508×102 7.1339×101

Std 1.2272×101 1.8774×101 2.5270×101 1.0663×101 1.7967×101 6.0788×100 1.2792×101 6.5834×100 2.1470×101 1.4852×101

Rank 1 4 9 6 8 5 3 2 10 7

F9

Mean 2.7362×10−1 5.6225×10−1 5.5392×102 7.8267×100 3.2733×101 4.0125×10−14 8.3556×101 3.0839×10−1 3.5295×103 2.4197×102

Std 4.8298×10−1 1.0209×100 3.2695×102 1.1815×101 1.3249×102 5.4870×10−14 6.2643×101 8.4139×10−1 9.5511×102 1.4491×102

Rank 2 4 9 5 6 1 7 3 10 8

F10

Mean 2.2671×103 2.7575×103 3.1862×103 2.4369×103 2.9908×103 3.2911×103 2.3253×103 2.3267×103 3.7800×103 6.0667×103

Std 6.1427×102 4.6685×102 9.7886×102 4.4542×102 5.9210×102 2.7284×102 4.9247×102 2.8457×102 5.9660×102 1.0625×103

Rank 1 5 7 4 6 8 2 3 9 10

F11

Mean 2.1678×101 4.1143×101 4.9771×102 2.9612×101 1.1553×102 3.7430×101 1.0032×102 4.1343×101 1.6164×102 1.2672×102

Std 2.0907×101 2.7367×101 6.4235×102 1.0347×101 3.9628×101 2.3672×101 4.3101×101 2.7994×101 4.5263×101 4.5717×101

Rank 1 4 10 2 7 3 6 5 9 8

F12

Mean 9.8943×103 1.2532×105 4.0285×107 1.5983×104 9.9670×104 1.3866×105 6.8629×104 1.1143×106 4.6351×106 3.3042×104

Std 6.0932×103 1.2555×105 7.3849×107 4.0434×103 1.0658×105 9.2097×104 3.8252×104 8.1422×105 3.1121×106 2.8646×104

Rank 1 6 10 2 5 7 4 8 9 3

F13

Mean 1.9749×103 2.0357×104 2.8073×106 2.0450×102 3.0927×104 8.1265×103 1.1211×104 4.6063×103 3.7320×104 1.4857×104

Std 3.8565×103 2.6333×104 1.6225×107 2.7028×101 2.7301×104 7.8066×103 1.0535×104 4.8590×103 2.6480×104 1.7072×104

Rank 2 7 10 1 8 4 5 3 9 6

F14

Mean 8.6436×101 8.0070×101 1.3112×105 6.1985×101 6.7377×103 4.9240×103 4.3238×103 7.1204×104 2.6955×105 3.5454×103

Std 4.3766×101 1.9915×101 2.3335×105 8.6647×100 5.5695×103 3.2902×103 5.7159×103 5.9323×104 2.4525×105 4.1276×103

Rank 3 2 9 1 7 6 5 8 10 4

F15

Mean 1.8396×103 2.0792×103 3.3658×105 5.1634×101 9.7487×103 4.9944×103 2.1676×103 2.2013×103 3.2784×103 3.9091×103

Std 2.9044×103 7.9984×103 7.9125×105 1.0713×101 1.2114×104 6.6468×103 3.0178×103 1.9756×103 1.9819×103 4.3347×103

Rank 2 3 10 1 9 8 4 5 6 7

F16

Mean 3.0243×102 7.9869×102 8.1416×102 4.4823×102 7.7229×102 3.9643×102 5.6072×102 4.9392×102 1.2266×103 5.0039×102

Std 2.0550×102 2.8651×102 2.6440×102 1.3443×102 2.2590×102 1.1932×102 2.0850×102 1.7309×102 3.0034×102 2.7575×102

Rank 1 8 9 3 7 2 6 4 10 5

F17

Mean 4.7111×101 2.2439×102 2.7004×102 6.9544×101 2.5591×102 8.1642×101 8.7684×101 1.4116×102 5.5825×102 2.3994×102

Std 4.0925×101 1.3518×102 1.3820×102 1.7296×101 1.2971×102 2.2037×101 9.1289×101 8.5026×101 2.3401×102 8.8703×101

Rank 1 6 9 2 8 3 4 5 10 7

F18

Mean 6.1013×104 6.9910×104 7.1643×105 2.0505×102 1.1409×105 3.2225×105 1.0034×105 2.1361×105 9.8409×105 2.0609×105

Std 5.7031×104 1.0210×105 8.2799×105 4.7536×101 1.1535×105 1.2197×105 1.1019×105 1.3261×105 1.1184×106 1.5131×105

Rank 2 3 9 1 5 8 4 7 10 6

F19

Mean 3.4042×101 4.4886×103 4.6400×105 2.9977×101 8.6631×103 8.3686×103 5.9612×103 2.0723×103 5.2207×103 6.3203×103

Std 2.0528×101 1.3325×104 5.4998×105 3.3897×100 1.9974×104 9.2795×103 7.1112×103 2.1685×103 3.9175×103 1.0793×104

Rank 2 4 10 1 9 8 6 3 5 7

F20

Mean 9.6665×101 2.4290×102 3.6059×102 1.1363×102 2.6516×102 5.5205×101 1.2989×102 1.7303×102 4.6345×102 2.4392×102

Std 7.7834×101 1.4995×102 1.0264×102 5.2411×101 1.1737×102 3.5413×101 7.0970×101 7.2015×101 1.7129×102 8.4432×101

Rank 2 6 9 3 8 1 4 5 10 7

F21

Mean 2.3023×102 2.5626×102 2.8298×102 2.5458×102 2.7446×102 2.5950×102 2.4896×102 2.5047×102 3.7768×102 2.6988×102

Std 8.5095×100 1.6800×101 2.5686×101 3.3247×101 1.9517×101 7.6690×100 1.3195×101 8.4442×100 7.9462×101 1.9589×101

Rank 1 5 9 4 8 6 2 3 10 7
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9个函数上, 虽然 HCOAG的收敛速度优势不是很

明显, 但在收敛性能上也优于其他对比算法. 总之,
无论在单峰函数和多峰函数上, 还是在混合函数和

复合函数上, HCOAG的收敛速度都比其他对比算

法的收敛速度快, 表明 HCOAG具有更优秀的收敛

性能. 这些都说明, 本文提出的高斯全局趋优成长

算子、动态调整组内郊狼数方案以及简化操作的

GWO搜索算子等的采用都为收敛速度的提升做出

了贡献, 这些策略的融合使用是有效可行的. 

4.6    时间对比分析

为了考察 HCOAG 的运行时间, 直接采用第

4.4节的实验. 因为 HCOAG是 COA和 GWO的

混合算法, 故仅记录 HCOAG、COA和 GWO在

30维 CEC2017函数上的耗时, 它们在独立运行 30
次获得不同函数类型的平均耗时结果见图 7. 横坐

标为不同的函数类型, 纵坐标为平均时间 (s).
从图 7可以看出, 在单峰函数上, HCOAG耗

时 (2.4443 s)是 COA耗时 (2.9988 s)的 81.51%,
GWO耗时 (2.4222 s)是 HCOAG耗时 (2.4443 s)
的 99.10%; 在多峰函数上, HCOAG耗时 (2.9211 s)
分别是 COA(3.5503 s)和 GWO(2.9233 s)耗时的

84.25% 和 99.92%; 在混合函数上, HCOAG耗时

(3.6246 s) 是 COA 耗时 (4.2034 s) 的 86.23%,
GWO耗时 (3.4981 s)是 HCOAG耗时 (3.6246 s)
的 96.51%; 在复合函数上, HCOAG耗时 (6.1480 s)
是 COA 耗时 (7.0897 s) 的 86.72%, GWO 耗时

(6.0822 s)是 HCOAG耗时 (6.1480 s)的 98.93%.

表 4　在 30维 CEC2017复杂函数上的优化结果对比 (续表)

Table 4　Comparison results on the 30-dimensional complex functions from CEC2017 (continued table)

函数 标准 HCOAG COA GWO MEGWO HFPSO DEBBO SaDE SE04 FWA TLBO

F22

Mean 1.0010×102 1.9999×103 8.0434×102 1.0022×102 1.4532×103 1.0000×102 1.0228×102 1.0211×103 2.1380×103 1.0232×102

Std 4.8096×10−1 1.5970×103 1.1113×103 4.3917×10−2 1.8286×103 2.3100×10−13 3.2279×100 1.2872×103 2.2149×103 4.0114×100

Rank 2 9 6 3 8 1 4 7 10 5

F23

Mean 3.7755×102 4.1635×102 4.7029×102 3.8959×102 4.8447×102 4.0323×102 4.1472×102 4.0247×102 5.8963×102 4.5003×102

Std 1.0911×101 1.6898×101 2.9324×101 6.8787×101 4.4709×101 5.6348×100 1.8742×101 8.1687×100 8.8792×101 3.0546×101

Rank 1 6 8 2 9 4 5 3 10 7

F24

Mean 4.4827×102 5.4044×102 5.2489×102 4.8972×102 5.6079×102 4.7430×102 4.8169×102 4.9840×102 7.9489×102 5.0152×102

Std 1.0757×101 4.5778×101 3.3902×101 1.6597×101 5.7847×101 6.0055×100 2.0610×101 1.3899×101 8.6391×101 2.3700×101

Rank 1 8 7 4 9 2 3 5 10 6

F25

Mean 3.8777×102 3.8706×102 4.7784×102 3.8374×102 3.8818×102 3.8691×102 4.0124×102 3.8779×102 4.1099×102 4.0877×102

Std 5.4462×100 8.0647×10−1 2.3819×101 1.8246×10−1 3.4076×100 7.5524×10−2 1.9489×101 1.1319×100 2.1657×101 2.2401×101

Rank 4 3 10 1 6 2 7 5 9 8

F26

Mean 1.2578×103 1.6520×103 2.0116×103 2.5051×102 1.4922×103 1.4821×103 1.7344×103 1.5337×103 2.2418×103 1.8645×103

Std 1.9807×102 1.7070×102 5.7618×102 4.1112×101 9.6940×102 7.2015×101 7.1347×102 1.9051×102 1.7373×103 1.0276×103

Rank 2 6 9 1 4 3 7 5 10 8

F27

Mean 5.1091×102 5.0430×102 5.9279×102 5.1286×102 5.3523×102 4.9807×102 5.4289×102 5.0744×102 5.7919×102 5.3827×102

Std 7.7116×100 8.2707×100 3.8462×101 6.1632×100 2.1095×101 4.7270×100 1.7086×101 3.6242×100 3.5317×101 1.6907×101

Rank 4 2 10 5 6 1 8 3 9 7

F28

Mean 3.3558×102 4.0555×102 5.9941×102 3.6492×102 3.5331×102 3.2281×102 3.3257×102 4.1364×102 4.6256×102 3.6806×102

Std 5.3866×101 3.6156×101 6.9788×101 3.2477×101 5.9179×101 3.7880×101 5.2165×101 2.5577×101 2.3601×101 5.3388×101

Rank 3 7 10 5 4 1 2 8 9 6

F29

Mean 4.5991×102 6.6978×102 8.5036×102 5.4385×102 6.7006×102 5.1851×102 5.5826×102 5.4778×102 1.0120×103 7.8922×102

Std 4.4075×101 1.7459×102 1.8235×102 5.4241×101 1.4475×102 3.4859×101 1.0040×102 8.1960×101 2.1872×102 1.3560×102

Rank 1 6 9 3 7 2 5 4 10 8

F30

Mean 2.9823×103 6.0618×103 4.0643×106 3.6855×103 1.8733×104 5.9405×103 5.0147×103 4.9671×103 1.5965×104 5.9572×103

Std 6.1135×102 4.7022×103 3.1688×106 3.3042×102 3.4470×104 2.3158×103 1.9712×103 2.0934×103 8.7877×103 3.9139×103

Rank 1 7 10 2 9 5 4 3 8 6

Count 15 0 0 7 1 6 1 0 0 0

Ave rank 1.73 5.27 9.10 3.17 6.67 4.37 4.53 4.63 9.03 6.50

Total rank 1 6 10 2 8 3 4 5 9 7
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故无论是单峰函数和多峰函数, 还是混合函数和复

合函数, HCOAG的耗时都与 GWO耗时大致持平.
其主要原因是: 1) HCOAG与 GWO都采用并行计

算模式, 但 GWO结构简单, 而其产生新解的计算

复杂度 (见式 (12))较高; 2) HCOAG虽然采用精

简 GWO, 但需要分组并在组内寻优, 结构复杂, 故
二者耗时大致持平 (HCOAG耗时稍多于 GWO的

耗时). 在耗时上, HCOAG较 COA少, 主要原因

是: 1)在成长过程的目标函数评价上, 后者采用串

行计算, 前者采用并行计算减少了运行时间; 2)虽
然在成长过程中嵌入了 GWO搜索, 但采用精简的

GWO搜索方式并未增加多少计算成本; 3)前者没

有郊狼被驱离和接纳操作, 节省了运行时间; 4)动
态调整方案减少了生与死操作次数.

综合第 4.3 ~ 4.6节, HCOAG在较短的时间内

能获得最好的优化性能, 说明了其优化效率高. 

4.7    上下界分析

为了能够更充分地评价 HCOAG的性能, 本节

对其进行上下界分析, 即在一个优化问题上, 独立

运行一定次数后考察其最坏结果和最优结果.
因为本文将 HCOAG应用于 CEC2017复杂函
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图 6    HCOAG、COA、MEGWO、DEBBO、TLBO和 HFPSO的收敛图

Fig. 6    Convergence curves of HCOAG, COA, MEGWO, DEBBO, TLBO, and HFPSO
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数集上, 此函数集有 30个不同的优化问题, 其全局

最优解对应的最优值不同, 故其获得的上下界也不

同. 限于篇幅, 在 CEC2017四类函数上分别选取了

同样的一个函数 (F1, F5, F11, F29)进行上下界讨

论, 即在 51次的运行结果中选择最好值和最差值

分别作为本文提出算法在该函数上的上下界, 并与

对比算法中结果最好的算法 (在 F1 和 F5 上选用

COA; 在 F11 和 F29 上选用 DEBBO)获得的上下

界进行对比.
为了直观和方便对比, 对 3个算法获得的结果

进行了统一的处理: 即将每个算法每次独立运行结

果减去理想的最优函数值作为最终结果, 让每个函

数的理想最优值为 0. 在 4个函数上的上下界结果

见表 5.
  
表 5    在 30维 CEC2017复杂函数上的上下界结果对比

Table 5    Comparison of upper and lower bounds on the
30-dimensional complex functions from CEC2017

函数
HCOAG COA/DEBBO

下界 上界 下界 上界

F1 3.8942×10-9 7.8898×10-3 3.5001×100 5.0055×103

F5 1.2935×101 4.1788×101 2.6865×101 9.2083×101

F11 4.0954×100 7.5899×101 1.3819×101 8.8108×101

F29 3.7200×102 6.0977×102 4.4500×102 6.2345×102

 

从表 5可以看出, 在 4个函数上, 无论上界还

是下界, HCOAG都比对比算法小, 说明本文提出

的算法比对比算法好, 也证明了本文提出算法的有

效性. 

4.8    渐进收敛性分析

依据文献 [23]的随机泛函分析方法原理, 本节

对 HCOAG的收敛性进行分析. 从算法 3的描述

和 HCOAG流程图 (图 4)可以看出, HCOAG由 3

个算子完成新解的产生, 即高斯全局趋优成长算子、

简化 GWO搜索算子以及生与死算子. 高斯全局趋

优成长算子类似 DE (Differential evolution)中的

DE/rand-to-best/1/bin变异算子; 简化 GWO搜

索算子类似 DE中的 DE/best/1/bin变异算子; 生
与死算子相当于遗传算法中的变异算子. 3个算子

产生的新解都采用贪心算法严格基于优胜劣汰策

略, 通过淘汰新解与原解中较差者产生更优的新一

代个体. 故对于最小优化问题, HCOAG评价函数

序列为单调非递增序列. 为了证明 HCOAG的渐近

收敛性, 首先做如下定义.
Q(t) X(t) Vc, j(t+

1) ∈ Q(t+ 1)

定义 1. 设  表示  的中间群体,  
, 则 HCOAG搜索算子定义如下:

高斯全局趋优成长与简化 GWO搜索混合算

子定义为

Vc, j (t+ 1) =
NX1, j +NX2, j +NX3, j

3
, rand < CR

Xc, j + rn1 × δ3, j + rn2 × δ2, j , rand ≥ CR
(31)

生与死算子定义为

Vj(t+1) =


Xcr1, j , rj < Ps or j = j1

Xcr2, j , rj ≥ Ps + Pa 或 j = j2

Rj , 其他

(32)

f(X) S =X|X =

{x1, x2, · · · , xD} Lj ≤ xj ≤ Uj j = 1, 2, · · · , D
RD

假设  为最小优化函数, 解空间 

 且 ,   }
为 D维欧氏空间  的有界子空间. 为了在进行数

值计算时不受计算精度的限制, 设定 HCOAG的计

算精度保留到小数点后第 k位数字.

CR/D 1− CR/D

定义 2. 两种算子的混合策略是一种按照概率

 和 (  )对群体中个体向量的每一维

分量分别采用简化 GWO搜索算子和高斯全局趋

优成长算子以及在每一组中最差郊狼上采用生与死
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图 7    HCOAG与 COA、GWO在不同类别函数上的平均时间对比图

Fig. 7    Comparison bars of average time of HCOAG, COA, and GWO on different kinds of functions
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ψ : Ω × S→S2

算子进行重组变换的过程, 它是解空间上的一种随

机映射 , 可定义为

µ {ω |ψ (ω, X) = ⟨X, V ⟩} =

µ {V = F (X, Xc, Xj , Xk, Xmod)} (33)

(Ω M µ) Ω

ω M Ω

σ µ Xmod

GP alpha cult F (X, Xc, Xj , Xk,

Xmod)

其中,  ,  ,   是完全概率测度空间,   是非空

抽象集合, 其元素  为基本事件,   是  的某些子

集所构成的  代数,   是M上的概率测度.   表

示郊狼为  ,    或  ,   
 由式 (31)和式 (32)确定.

ψ

ψ2 ψ′ X(t+ 1) =

ψ′(ω, X(t)) = ψ2(ψ(ω, X(t))) ψ′

GP

{f(XGP (t))}1≤ t≤MaxDT

ψ′ Bt+1 = ψ′(ω,

Bt) = ψ2(ψ(ω, Bt)), Bt+1 Bt X(t+ 1)

X(t)

由于 HCOAG与 DE一样采用贪心算法更新

种群, 因此在每次迭代过程中相当于 3种算子所对

应的随机映射   和贪心选择所对应的映射逆序

 合成的映射   作用于当前群体, 即  

. 这样在映射  的作

用下, HCOAG每次迭代种群产生的  的适应度

值构成的序列   是一个单

调非递增序列. 同样,   可重新定义为  
 和  分别为  和

 的最优个体. 因此类似于文献 [23]中的定理 1,
可得到如下定理.

ψ′
定理 1. HCOAG的一次迭代所形成的随机映

射  是一个随机压缩算子.
再依据文献 [23]引理 2, 即可得到 HCOAG渐

进收敛的结论, 即定理 2.
ψ′

ψ′
定理 2. 设  为 HCOAG 形成的随机压缩算

子, 则  具有唯一的随机不动点, 即 HCOAG是渐

进收敛的. 

4.9    Wilcoxon 符号秩检验和 Friedman 检验

p R+ R+

R−

Wilcoxon符号秩检验方法[24] 是一种非参数统

计性检验方法, 目的在于检验两个样本均值之间的

显著差异. 其中  值由  和 R−计算可得,   表示

正秩总和,   表示负秩总和, 具体见式 (34)和式

di n i

R+ R−

(35),   为两种算法在  个问题中第  个问题上的

性能分数的差值. 当 HCOAG算法与对比算法性能

相同时, 对应的秩平分给  和 . 为检验 HCO-
AG与表 4中对比算法的显著性差异, 在软件 IBM
SPSS Statistics 24上实现Wilcoxon检验, 结果如

表 6所示. 表 6中, n/w/t/l表示在 n个函数上HCOAG
分别优于对比算法 w次, 与对比算法相等 t次, 劣
于对比算法 l次.

R+ =
∑
di>0

rank (di) +
1

2

∑
di=0

rank (di) (34)

R− =
∑
di<0

rank (di) +
1

2

∑
di=0

rank (di) (35)

从表 6可以看出, 与 COA和 GWO相比, p值
分别为 1.3039×10−7 和 1.8626×10−9, 均小于 0.05,
表明 HCOAG显著优于 COA和 GWO, 再一次说

明 COA 和 GWO 二者的改进与混合是有效的 .
HCOAG与 MEGWO、HFPSO、DEBBO、SaDE、
SE04、FWA和 TLBO相比的 p值均小于 0.05, 表
明 HCOAG也显著优于这些对比算法.

i

k rji

Rj =
1

n

∑n
i=1 r

j
i

Rj

Ff n k

k − 1

x2

Friedman检验是一种非参数双向方差分析方

法[24], 目的在于检测两个或多个观测数据之间的显

著性差异. 具体实现过程分为 3步: 1)收集每个算

法或者问题的观测结果; 2)对于每个问题  的从 1
(最好结果) 到   (最差结果) 的排名值, 定义为  

(1 ≤ j ≤ k); 3)在所有问题中求出每个算法的平均

排名, 得到最后排名 . 在零假设下所

有算法的行为相似 (它们的秩  相等), Friedman
统计值   的计算方式如式 (36), 当   和   足够大

时 (根据经验 n > 10, k > 5), 它是按照  自由

度的  分布的. 为了再次验证 HCOAG的显著性,
依据表 4 对 HCOAG 和对比算法在软件 IBM

 
表 6    Wilcoxon符号秩检验结果

Table 6    Wilcoxon sign rank test results

p a = 0.05 R+ R− n/w/t/l 

HCOAG vs COA 1.3039×10−7 YES 453 12 30/27/0/3

HCOAG vs GWO 1.8626×10−9 YES 465 0 30/30/0/0

HCOAG vs MEGWO 2.7741×10−2 YES 339 126 30/23/0/7

HCOAG vs HFPSO 5.5879×10−9 YES 463 2 30/29/0/1

HCOAG vs DEBBO 9.0000×10−6 YES 429 36 30/23/0/7

HCOAG vs SaDE 3.5390×10−8 YES 458 7 30/28/0/2

HCOAG vs SE04 1.3039×10−8 YES 461 4 30/29/0/1

HCOAG vs FWA 1.8626×10−9 YES 465 0 30/30/0/0

HCOAG vs TLBO 3.7253×10−9 YES 464 1 30/29/0/1
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SPSS Statistics 24上实现 Friedman检验, 其结果如

表 7所示.

Ff =
12n

k (k + 1)

[∑
j
R2

j −
k(k + 1)

2

4

]
(36)

从表 7 可以看出, 在 30 维复杂函数上, 通过

Friedman检验获得的渐进显著性 p值为 6.3128×
10−31, 由于得到的渐进显著性小于 0.01, 所以在 30
维上 HCOAG与对比算法之间存在显著性的差异.
HCOAG 算法的秩均值 (1.73) 最小, 随后依次是

MEGWO、DEBBO、SaDE、SE04、COA、TLBO、
HFPSO、FWA和 GWO, 表明 HCOAG的优化性

能最好. 结合Wilcoxon符号秩检验和 Friedman检
验结果可以得出, HCOAG总体上明显优于先进的

对比算法. 

5    HCOAG 在 K-Means 聚类优化上的

应用

聚类在数据挖掘领域发挥着十分重要的作用,
通过对聚类的数据分析可以得到数据的具体分布情

况以及掌握数据类型的特点[25]. 其中, 最常用的聚

类方法是 K-Means方法[26], 其在 n个样本数据中的

具体实现过程如下: 首先随机产生 K个初始聚类中

心, 然后计算每个样本与各聚类中心的距离, 接着

将样本与距离最近的聚类中心划分到一个组内, 形
成 K个组, 最后重新计算每个组内所有样本的均值

作为新聚类中心并进行下一次划分, 如此迭代执行

划分过程直到满足终止条件为止. K-Means方法具

有原理简单、可伸缩性好以及效率高等优势, 但存

在对初始点敏感和易陷于局部最优等问题. 目前已

有研究将 SIOA运用到 K-Means聚类中, 很好地解

决了 K-Means算法存在的一些问题[25, 27]. 本节采用

HCOAG优化 K-Means聚类以解决其对初始点敏

感等问题, 其中, 目标函数的定义为

E =

K∑
k=1

∑
xi∈Ck

∥xi − ck∥2 (37)

E

K ck k

Ck k xi Ck

i

k

其中,   是数据集中所有数据点到所属聚类的聚类

中心的距离和,   是聚类中心个数,   是第  个聚

类中心位置,   是第  个聚类簇,   是聚类族 

中第  个数据点. 将 HCOAG应用到 K-Means上,
首先假设每头郊狼由  个聚类中心组成, 则解向量

k的维数应等于  × 数据样本的特征数, 目标函数采

用式 (37); 接着执行 HCOAG, 直到满足算法的终

止条件, 输出最优聚类中心.

N = 50 MaxDT = 200 Num = 30

实验采用UCI数据库 (http://archive.ics.uci.edu/
ml/datasets.php) 中 7 个标准数据集 (见表 8 第
1列)来验证 HCOAG在 K-Means聚类优化上的

有效性, 数据集名称后的括号内的数字为样本数、

属性数和聚类数. 选取的 5个对比算法包括: COA、
MEGWO、HFPSO、擅长聚类优化的改进的粒子群

优化算法 (Improved PSO, IPSO)和改进的遗传算

法 (Improved genetic algorithm, IGA). 其中,
IPSO和 IGA来自 “http://yarpizcom/64/ypml101-
evolutionary-clustering”. 所有算法的公共参数设

置相同:  ,  ,  . 表 8
是 6种算法独立运行 30次获得的均值、方差和排

名结果.
从表 8可知, HCOAG在 7个数据集上的均值

和方差得到排名第一 5 次 ,  其次是 HFPSO 和

IPSO均为 1次, COA、MEGWO和 IGA均获得 0
次第一. HCOAG的平均排名为 1.43, 其他算法的

平均排名顺序依次为 : IPSO、IGA、MEGWO、

HFPSO和 COA. 以上结果都表明 HCOAG在 K-
Means聚类上的优化性能最好. 总之, HCOAG在

K-Means聚类优化中获得竞争性的优化性能, 能够

更好地处理聚类优化问题. 

6    结束语

针对 COA存在的不足, 本文提出了一种 COA
与 GWO的混合算法 (HCOAG). 首先, 改进 COA
(ICOA). 1)在成长过程中, 提出一种高斯全局趋优

成长算子, 提高了搜索能力; 2)提出一种动态调整

组数方案, 搜索前期采用较少组数, 减弱全局最优

解的正反馈作用, 强化探索能力, 后期采用较多组

数, 增强全局最优解的正反馈作用, 强化开采能力,
并提高可操作性. 然后, 对 GWO进行改进, 提出了

一种精简的 GWO (SGWO), 在发挥其局部搜索能

力强的优势同时, 提高了可操作性. 最后, 采用正弦

交叉策略将 ICOA与 SGWO有机融合, 很好地平

衡了组内郊狼的探索与开采能力, 从而获得了最佳

优化性能. 大量经典函数与 CEC2017复杂函数优化

的实验结果表明, 在经典函数上, COA不及 GWO;
在复杂函数上, GWO不及 COA; 而 HCOAG在两

 
表 7    Friedman检验结果

Table 7    Friedman test results

D p HCOAG COA GWO MEGWO HFPSO DEBBO SaDE SE04 FWA TLBO

30 6.3128×10-31 1.73 5.27 9.10 3.17 6.67 4.37 4.53 4.63 9.03 6.50
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类优化问题上都有更好的性能, 说明二者混合有必

要和有效; 与其他先进的对比算法相比, HCOAG
具有更好的优化性能. K-Means 聚类优化结果表

明, 与对比算法相比, HCOAG获得了竞争性的优

化性能.
总之, 与 COA相比, HCOAG具有如下优势:

1)普适性强, 经典函数和复杂函数优化以及聚类优

化 3组实验结果表明, HCOAG都有更好的表现;
2)耗时少, 因此有更好的搜索效率; 3)更好的收敛

质量; 4)更强的稳定性和鲁棒性, 5)可操作性更强.
COA是最近提出的一种 SIOA, 尚有许多地方

需要探讨和完善, 本文仅是一种混合改进研究的尝

试. 未来将进一步改进 COA, 对其进行深入的理论

研究, 并拓展其应用领域.
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