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摘    要   针对包含幅值有界而分布形式未知的故障及输入干扰项的线性离散系统, 提出了一种新的系统故障可分离性的

量化评价方法. 故障可分离性是故障可诊断性中的重要部分, 针对现有方法中基于方向相似度的故障可分离性评价方法存

在的不足加以补充, 提出了利用中心对称多胞体对故障可分离性进行分析, 将中心对称多胞体集合转化为多面体的表示形

式, 以达到对故障可分离性量化评价的目的, 同时给出了具体评价原理和评价指标. 最后, 通过数值仿真算例, 验证了该方

法的有效性和优越性.
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Abstract   This paper proposes a new quantitative evaluation method for fault isolability of the linear discrete sys-
tems subject to faults and input disturbances which are bounded but with unknown distributions. Fault isolability
evaluation is an important part of fault diagnosis. In order to improve the existing direction similarity-based meth-
od, we propose a new fault isolability method via using zonotopes. To achieve the quantitative evaluation of fault
isolability, zonotopes are converted into polytopes. Specific evaluation principles and indices are provided. Finally,
numerical examples demonstrate the effectiveness and advantages of the proposed method.
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近年来, 现代控制系统变得越来越复杂, 一旦

控制系统发生故障, 就可能导致灾难性事故[1−4]. 例
如, 2019年 3月 10日, 埃塞俄比亚航空一架波音

737-8飞机起飞不久后坠毁, 经过初步调查表明导

致事故发生的元凶很可能在于飞机的机动特性增强

系统, 而同时飞机又缺乏相应的故障诊断, 进而导

致了惨剧的发生[5]. 传统提高控制系统安全性的方

法是提高系统各个部件的可靠性, 但在实际环境中

并不能保证系统的无故障运行, 所以故障诊断技术

现在已经成为自动控制领域中一个十分重要的分

支[6−7].
故障可诊断性一般用于衡量故障能够被准确和

有效识别的程度, 文献 [8]中将系统故障可诊断性

分为固有和实际可诊断性两种. 固有可诊断性是系

统的固有属性, 实际可诊断性就是在固有可诊断性

的基础上考虑系统运行的实际因素, 根据关注问题

的不同, 各个系统考虑的影响因素也不尽相同[9−13].
故障可诊断性包括故障可检测性和故障可分离性,
其中故障可分离性包括了可分离性评价和设计两方

面[14]. 一个系统的故障可分离性是客观存在的, 它
与系统的测量信息密切相关, 但系统中可能存在某

些故障以及干扰影响, 使得系统的测量信息表征几

乎相同, 这就需要先对故障可分离性进行评价. 若
系统故障不可分离, 则故障诊断思路就会失效, 故
对系统故障可分离性的评价是实现故障诊断算法设

计的前提[15].

T 2

故障可分离性评价方法从广义上来讲可分为两

大类: 不依赖于控制系统解析模型的方法和基于系

统解析模型的方法[16]. 不依赖于解析模型方法的研

究的核心是要获取大量真实反映系统特征的样本数

据[17], 如文献 [18−19]设计了基于数据的故障可分

离性量化评价指标. 文献 [18]结合了平方预测误差

和  对多维故障可检测性条件进行分析, 完成了故
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障可分离性研究; 文献 [19]利用两个不同故障状态

之间的模糊集相似度大小完成量化评价, 模糊集差

别越大, 则两者越容易被隔离.
然而从控制系统设计的角度出发, 人们更希望

通过系统的解析模型实现故障可分离性的量化评

估. 基于解析模型的故障可分离性量化评价方法通

过完善的系统建模技术重构了系统的动态行为[20−23],
近年来有了一些初步研究成果. 文献 [24]运用了以

测量概率分布差异度为基础的 Kullback-Leibler (K-
L)散度, 结合了假设检验方法, 提出了一种数据量

化分类的方法. 以此为理论依据, 文献 [25]对一般

线性系统利用 K-L散度进行了故障可分离性量化

评估. 由于残差概率密度函数是基于 K-L散度的故

障可诊断性定量评价的计算基础, 文献 [26]在结合

K-L散度的基础上引入了稀疏内核密度估计方法,
使得残差概率密度函数的估算更精确、更光滑. 然
而上述方法均需设计残差从而实现可分离性评价,
残差的设计过程直接影响了评价结果, 即评价结果

严重依赖于诊断算法的精度, 同时基于 K-L散度的

可分离性评价方法在实际应用中对于一类本身可被

检测的故障模式是失效的[25].
为了解决这个问题, 文献 [27]运用时间迭代的

方法, 将动态系统映射成静态系统, 引入了方向相

似度概念, 从而实现包含已知分布形式干扰的系统

故障可分离性量化评价. 然而该方法在具体应用过

程中存在以下不足之处: 1)评价过程没有考虑或仅

能考虑已知分布形式的干扰, 没有将故障向量考虑

在评价指标中; 2)在对系统进行空间映射过程中,
该方法需要引入矩阵零空间的左正交基, 然而选取

不同的零空间左正交基会将系统映射到不同的空

间, 这会导致在短时间窗口长度条件下量化评价指

标结果不统一的情况发生, 由于诊断时间直接影响

着控制系统的性能[28], 我们通常希望在故障发生初

期即可有效完成故障可分离性评价, 所以该方法的

应用会受到时间窗口长度大小的限制.
基于以上讨论, 本文提出了一种基于中心对称

多胞体的故障可分离性量化评价方法并开展了相关

研究. 与已有故障可分离性量化评价方法相比, 该
方法基于系统解析模型, 在无需设计残差的同时弥

补了基于方向相似度方法上述两点不足, 实现了可

分离性的量化评价. 本文所提方法利用中心对称多

胞体获得系统输出不确定性的范围, 然后将中心对

称多胞体集合转化为多面体的表述形式, 用计算多

面体体积大小的方式达到故障可分离性量化评价的

目的. 首先, 本文阐述了基于 “方向相似度”可分离

性评价方法的基本原理, 并验证说明了该方法在应

用中存在的不足; 进而, 提出了一种基于中心对称

多胞体的新方法实现对故障可分离性的量化评价,
并给出了具体评价流程和评价指标; 最后, 通过数

学仿真算例, 验证了该方法的有效性和优越性.
Rn Rn×m n

n×m
∩

I

|H| H

H[i] H i

||H|| H

(
ϕ
φ

)
ϕ

φ

符号说明. 文中,   和  分别表示  维欧

氏空间和  维矩阵构成的空间集合.   表示两

集合的交集运算.   和 0 分别表示具有合适维度的

单位矩阵和零矩阵或零向量.   表示矩阵  的行

列式.   表示从矩阵  中删除第  行后得到的矩

阵.   代表矩阵  的 2-范数.   表示从  个

向量中取出  个向量的组合数. 

1    基于方向相似度的可分离性评价方法
 

1.1    基于方向相似度的可分离性评价原理[27]

文献 [27]中提出的基于方向相似度的可分离

性评价方法是对于离散状态空间模型, 通过时间迭

代方法得到系统输入/输出与故障模式的冗余关系,
将故障可分离性评价转化为向量余弦相似度, 进而

解决已知故障模式的故障可分离性评价问题.
离散系统状态空间模型表示为{
x(k+1)=Ax(k)+Buu(k)+Bff(k)+Bww(k)

y(k) = Cx(k) +Duu(k) +Dff(k) +Dvv(k)

(1)

x(k) ∈ Rn u(k) ∈ Rp

y(k) ∈ Rm w(k) ∈ Rh v(k) ∈ Rr

f(k) ∈
Rq

fa fs

f(k) = [fT
a (k) fT

s (k)]
T A Bu Bf Bw

C Du Df Dv

其中,   为系统状态,   为系统输

入,   为系统输出,   和 

为系统的未知输入干扰项 (包含干扰及噪声),  
 为加性故障向量, 即故障加性地作用在系统的输

入输出上, 包括执行器故障  和传感器故障 , 且
满足 . 矩阵 ,  ,  ,  ,
,  ,  ,   是具有合适维数的矩阵.

s = k + 1

按照有限时间序列内对式 (1)进行迭代, 假设

时间窗口长度取为 , 可以将系统重新表示为

LZs = HXs + FFs + EEs (2)

Zs ∈ R(m+p)s

Xs ∈ Rn(s+1)

Fs ∈ Rqs

Es ∈ R(h+r)s

其中, 向量   表示系统可观测的向量,
由系统输入和输出组成,   表示状态的

堆栈向量,   表示系统加性故障的堆栈向量,
 表示系统干扰向量, 具体形式为

Zs =



y(0)
...

y(k)
u(0)
...

u(k)


, Es =



w(0)
...

w(k)
v(0)
...

v(k)


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Xs =


x(0)
x(1)
...

x(k + 1)

 , Fs =


f(0)
f(1)
...

f(k + 1)


L H F E ,  ,  ,   是具有合适维度的矩阵, 具体形

式为

H =



A −I 0 · · · 0

0 A −I
. . .

...
...

...
...

. . . 0
0 · · · 0 A −I
C 0 0 · · · 0

0 C 0
. . . 0

...
...

...
. . .

...
0 · · · 0 C 0



F =



Bf 0 · · · 0

0 Bf
. . .

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Bf

Df 0 · · · 0

0 Df
. . .

...
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Df



L =



0 0 · · · 0 −Bu 0 · · · 0

0 0
. . . 0 0 −Bu

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0 −Bu

I 0 · · · 0 −Du 0 · · · 0

0 I
. . .

... 0 −Du
. . .

...
...

...
. . . 0

...
...

. . . 0
0 · · · 0 I 0 · · · 0 −Du



E =



Bw 0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 Bw
. . .

... 0 0
. . . 0

...
...

. . . 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 Bw 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 Dv 0 · · · 0

0 0
. . . 0 0 Dv

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . . 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0 Dv


N由式 (2), 在等号两边同左乘矩阵 , 得到

NLZs = NFFs +NEEs (3)

N H N其中, 矩阵  为  的零空间的左正交基, 即矩阵 

NH = 0 NLZs

NFFs

NEEs

满足 . 式中,   表示可通过观测得到的

系统动态行为的空间映射,   表示系统故障矢

量的映射,   表示系统的干扰项.

NF Fs

fi fj

从式 (3)中可以看出, 经过以上变换, 系统动态

行为转化为静态表述, 新系统的故障矢量是由方向

向量  和故障模式  两部分组成的. 考虑利用

系统的故障方向来量化故障  与  之间的可分离

性, 基于余弦相似度原理, 引入如下评价式

cosφij = min
(NFi)k(NFj)k

||(NFi)k||||(NFj)k||
, k = 1, 2, · · · , s

(4)

k k

s

fi fj

[0, 1]

其中, 下角标  表示矩阵的第  列. 因为实际系统

动态过程中, 每个时刻故障指向可能是不同的, 所
以需要找到最小夹角值. 该式表明在有限时间序列 

内, 找到  与  故障模式下的空间最小夹角. 由于

余弦函数的性质可知评价结果的取值范围为 ,
结果越趋近于 0, 证明故障可分离性越高.

需要提及的是, 在上述计算过程中将会用到如

下引理:
X ∈ Ra×b, Y ∈ Rb×c

Z ∈ Ra×c rank(Y ) = c

引理 1 [29]. 对于如下矩阵 ,
. 如果 , 则方程

XY = Z

的通解为

X = ZY † + S[I − Y Y †]

Y † = (Y TY )−1Y T Y S ∈
Ra×b

其中,   表示  的左伪逆矩阵,  
 为任意矩阵. 

1.2    存在的不足

上述内容阐述了基于方向相似度的故障可分离

性评价原理, 但该方法在实际应用中还存在如下不足:
f(k)1) 该方法评价指标中没有考虑故障向量 

对故障可分离性大小的影响, 而是仅从系统模型角

度出发, 对不同故障间的可分离性进行评价 (评价

指标见式 (4)所示). 同时, 该方法仅能解决一类不

考虑未知输入干扰或未知输入干扰的分布形式已知

的控制系统. 但实际中通常无法直接忽略故障向量

对可分离性大小的影响, 并且我们一般仅能知道系

统故障以及未知输入干扰项的上下界, 无法得到其

具体分布形式.
2) 由于该方法在计算过程中引入了零空间左

正交基矩阵, 而该矩阵在计算过程中取值并不唯一,
在短时间窗口条件下, 评价结果受不同的零空间左

正交基矩阵取值影响很大, 无法得到统一而准确的

评价结果. 增大时间窗口长度虽然可以得到稳定的

结果, 但在实际应用中, 通常我们希望可以在短时

间内即可准确判断故障可分离性的大小. 这种局限
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性可以通过以下仿真实例证明.
对于离散控制系统 (1), 系数矩阵选取为

A =

[
−2 −0.5
0.5 −3

]
, B =

[
0.12 1.05
1.52 3.48

]

C =

[
−0.48 0.39
1.0 0.35

]
, Dv =

[
1.0 −0.54
0.25 0.4

]

Bw =

[
1 0
0 1

]
, Bf =

[
9 −1
2 1

]
, Df =

[
0 0
0 0

]
u(k)=0 w v

w(k)∼N(0, 0.1) v(k)∼N(0, 0.5)
fai (i = 1, 2)

N

s = 5 s = 500 fa1

fa2

假设输入 , 系统未知输入干扰项 ,  
为高斯白噪声, 满足  、 .
考虑系统两执行器的加性故障, 用   表

示. 仿真过程中, 利用引理 1确定  的取值. 表 1和表 2
给出了时间窗口长度  和  条件下  和

 的可分离性量化评价结果.
  

表 1    基于方向相似度可分离性评价结果 (s = 5)
Table 1    Fault isolability evaluation results based on

directional similarity (s = 5)

次数 评价结果 次数 评价结果 次数 评价结果

1 0.097 7 6 0.766 2 11 0.923 9

2 0.734 5 7 0.019 1 12 0.311 4

3 0.138 0 8 0.723 5 13 0.632 3

4 0.458 0 9 0.193 9 14 0.315 3

5 0.276 0 10 0.417 8 15 0.276 0

 
  

表 2    基于方向相似度可分离性评价结果 (s = 500)
Table 2    Fault isolability evaluation results based on

directional similarity (s = 500)

次数 评价结果 次数 评价结果 次数 评价结果

1 0.648 1 6 0.683 6 11 0.681 1

2 0.648 0 7 0.688 5 12 0.673 4

3 0.638 0 8 0.665 4 13 0.655 9

4 0.629 4 9 0.629 4 14 0.628 9

5 0.669 8 10 0.616 8 15 0.661 0

 

(s = 500)

(s = 5)

由结果可以直接验证该方法受时间窗口长度限

制的不足, 即只有在一个相对较大的时间窗口长度

下 , 多次重复实验的评价结果才会趋于稳

定的数值, 但在短时间窗口长度下 , 多次重

复实验的结果无法保证统一且准确.

100

为了观察窗口长度对该方法结果波动的影响程

度, 我们再次选取了多组时间窗口长度, 并分别进

行了  次仿真实验. 由于极差和标准差是衡量一

组数据的波动特性大小的特征数[30], 故表 3中给出

不同窗口长度下, 多次重复仿真实验时两故障可分

离性评价结果的极差和标准差, 依此来衡量不同时

间窗口长度下, 数据结果分散程度的变化.

s = 5

s

R < 0.15, σ < 0.03

s > 250

s

通过表 3可以看出, 在短时间窗口长度条件下,
多次重复实验的数据波动很大, 当时间窗口长度

 时结果数据的极差甚至近乎于 1, 随着窗口长

度  的增加, 极差和标准差逐渐减小, 说明结果的

波动情况逐渐趋于平稳. 我们发现只有当多次实验

结果的极差和标准差稳定在一个相对较小的范围

(  )时, 所得评价结果才是稳定且

可靠的, 对上述仿真算例, 当时间窗口长度 

时, 该方法才能实现可靠评价. 显然, 当选取的时间

窗口长度  过小时, 会导致评价结果的不准确. 所
以在实际中, 该方法的应用会受到时间窗口长度大

小的限制. 

2    基于中心对称多胞体的可分离性评

价方法
 

2.1    基于中心对称多胞体的可分离性评价原理

为了弥补基于方向相似度方法的不足, 本文基

于中心对称多胞体设计了一种新的故障可分离性评

价指标, 并给出了具体评价原理.
对于如下离散系统{
x(k+1)=Ax(k)+Buu(k)+Bff(k)+Bww(k)

y(k) = Cx(k) +Duu(k) +Dff(k) +Dvv(k)
(5)

x(k) ∈ Rn u(k) ∈ Rp

y(k) ∈ Rm w(k) ∈ Rh v(k) ∈ Rr

f(k) ∈ Rq

f(k) = [fT
a (k) fT

s (k)]
T

A Bu Bf Bw C Du Df Dv

其中,   为系统状态,   为系统输

入,   为系统输出,   和 

为系统的未知输入干扰项 (包含干扰及噪声),  
同样为加性故障向量, 满足 .
矩阵 ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,   是具有合适

维度的矩阵. 考虑系统故障分离问题, 上述系统可

以等价表示为

x(k + 1) = Ax(k) +Buu(k) +Bf1f1(k)+

· · ·+Bfifi(k) +Bww(k)

y(k) = Cx(k) +Duu(k) +Df1f1(k)+

· · ·+Dfifi(k) +Dvv(k)

(6)

 
表 3    数据分散程度评价

Table 3    Evaluation of data dispersion

窗口长度 (R)极差 (σ)标准差 　　 窗口长度 (R)极差 (σ)标准差 

5 0.912 8 0.257 7

　　

225 0.166 9 0.034 9

10 0.751 9 0.175 8 250 0.133 5 0.029 7

50 0.350 1 0.088 2 375 0.121 3 0.027 8

100 0.294 1 0.060 4 450 0.091 4 0.025 9

175 0.189 8 0.051 4 500 0.071 8 0.022 6
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Bfi Dfi Bf Df i

fi(k) = [fT
ai(k) fT

si(k)]
T fai(k) fsi(k) Bfi

Dfi

其中,   和  分别为  和  中第  个列向量.
,   和  分别  和

 对应的故障模式. 当不同故障模式分别作用于

系统, 系统 (5)可以一一对应如下系统

x1(k + 1) = Ax(k) +Buu(k)+

Bf1f1(k) +Bww(k)

y1(k) = Cx(k) +Duu(k)+

Df1f1(k) +Dvv(k)

...

xi(k + 1) = Ax(k) +Buu(k)+

Bfifi(k) +Bww(k)

yi(k) = Cx(k) +Duu(k)+

Dfifi(k) +Dvv(k)

另外, 本文假设系统 (5)的系统故障和未知输

入干扰项均为未知但有界的, 即

|f(k)| ≤ f , |w(k)| ≤ w, |v(k)| ≤ v

f ∈ Rq w ∈ Rh v ∈ Rr其中,  ,   和  均已知.
中心对称多胞体 (Zonotope)是由中心标称值

和生成矩阵来表示一个中心对称多胞形, 并且其边

界是关于中心对称的, 这是一种表示不确定性边界

的描述方法[31]. 基于中心对称多胞体的故障可分离

性评价方法的中心思想是利用中心对称多胞体描述

各个故障模式下系统输出的中心对称多胞体的集

合, 不同故障模式可能会对系统输出造成相同影响,
从而导致对应系统输出的中心对称多胞体存在交

集, 这为故障可分离性的评价提供依据.
为了实现基于中心对称多胞体的故障可分离性

评价, 本文需要用到如下的定义[32] 和性质[33]:
S1 S2定义 1. 对于两个集合  和 , 它们的闵可夫

斯基和运算的定义为

S1 ⊕ S2 = {s1 + s2 : s1 ∈ S1, s2 ∈ S2} .

⊕其中,   表示闵可夫斯基和的运算符号.
m p

m Bm = [−1, +1]m (m > n)

Rn {h1, h2, · · · ,
hm} ⊂ Rn

定义 2. 一个  维中心对称多胞体是以  为中

心点, 以  个单一超立方体 

的仿射在  中变换形成的映射, 矢量 

 表示此线性变换, 也称此中心对称多胞

体的生成矩阵, 定义为

Z =

{
x ∈ Rn : x = p+

m∑
i=1

αihi;−1 ≤ αi ≤ 1

}

Z = p⊕HBm

⊕ H = [h1, h2, · · · , hm] ∈ Rn×m

将此中心对称多胞体记为 , 其中

 为闵可夫斯基和,   

Z Z = ⟨p, H⟩
Z

称为  的生成矩阵. 为了简化符号, 用  描

述中心对称多胞体 .

Z1 = p1 ⊕H1B
m1 Z2 = p2 ⊕H2B

m2

性质 1. 若给定两个中心对称多胞体, 则它们的闵

可夫斯基和也是一个中心对称多胞体, 并具有如下

定义, 若  和 , 则

Z = Z1 ⊕ Z2 = (p1 + p2)⊕ [H1 H2]B
m1+m2 .

Z =

p⊕HBm K

性质  2 . 对于一个中心对称多胞体满足  

, 则其通过线性映射矩阵  后生成的映射

为一个具有如下形式的矩阵积, 表示为如下形式:

K ⊙ Z = K ⊙ ⟨p, H⟩ = ⟨Kp, KH⟩.

⊙其中,   表示线性映射运算符号.

i

根据定义 2, 对于离散系统 (5)中的系统初始

参量、输入变量、系统故障  及未知干扰对应的中心

对称多胞体可以表示为

x(0) ∈ Zx(0) = ⟨px(0), Hx(0)⟩

u ∈ Zu = ⟨pu, Hu⟩

fi ∈ Zfi = ⟨pfi , Hfi⟩

w ∈ Zw = ⟨pw, Hw⟩

v ∈ Zv = ⟨pv, Hv⟩

i

根据性质 1和性质 2, 可得到如下所示的发生

故障  时系统状态和输出两个基本过程的中心对称

多胞体的传播过程为

pxi
(k+1)=Apx(k)+Bpu(k)+Bfipfi(k)+Bwpw(k)

Hxi
(k+1)=[AHx(k) BHu(k) BfiHfi(k) BwHw(k)]

xi(k + 1) ∈ Zxi(k + 1) = ⟨pxi(k + 1), Hxi(k + 1)⟩

pyi(k)=Cpxi(k) +Dpu(k) +Dfipfi(k) +Dvpv(k)

Hyi
(k)=[CHxi

(k) DHu(k) DfiHfi(k) DvHv(k)]

yi(k) ∈ Zyi
(k) = ⟨pyi

(k), Hyi
(k)⟩

由此可以得到各个故障模式下系统输出的中心

对称多胞体集合. 需要说明的是, 由于不同的故障

模式可能会对系统输出造成相同影响, 所以不同的

故障模式下系统输出的中心对称多胞体集合可能会

存在交集, 交集部分占比越大也就意味着系统的故

障可分离性越低, 反之, 系统故障可分离性越高. 

2.2    评价指标和算法

直接利用中心对称多胞体集合量化不同的故障

模式下系统输出交集大小比较困难, 故考虑到中心

对称多胞体是一种特殊类型的凸多面体, 每一个中

心对称多胞体都可以精确的对应一个多面体表示.

所以可以将系统输出的中心对称多胞体转化为一个
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多面体的表示形式, 从而衡量系统输出的不确定性

边界的交集大小. 这种由中心对称多胞体转化为多

面体的半空间表示的方法由以下引理给出:
Z =

⟨p, H⟩ P × x ≤ b

引理 2[34]. 对于给定的一个中心对称多胞体 

, 则其对应的多面体的半空间表示  为

P =

[
P+

−P+

]
, b =

[
b+

b−

]
其中,

P+
l =

Θ(H)
T

∥Θ(H)∥2
, l = 1, · · · ,

(
m

n− 1

)
Θ(H) = [· · · , (−1)h+1|H[h]|, · · · ]T, h = 1, · · · , n

b+l = P+
l × p+∆bl, b−l = −P+

l × p+∆bl

∆bl =
∣∣P+

l × hl

∣∣
H H m− n+ 1

P+
l P+ l bl b

l

P = polytope([P+;−P+], [b+; b−])

其中,   代表从矩阵  中取出  个矢量后

组成的矩阵,   表示  的第  行,   表示  中的

第  个元素. 为简化符号表示, 后文将此过程记为

.
i根据引理 2, 可得故障  模式对应的系统输出多

面体半空间表示为

Pi = {z ∈ Rn|Pi × z ≤ bi} (7)

(·)i i其中, 下角标  代表故障  模式下对应的系统输出

项的多面体半空间表示.

n

v(i) ∈ Rn r v(i) ∈ Rn

Pyi = Conv(v(1), · · · , v(i)) =
Conv(V)

将系统输出的中心对称多胞体转换为多面体半

空间表示法后, 通过求取相应多面体体积对交集占

比进行量化, 从而实现对故障可分离性的量化评价.
由多面体半空间表示可得到多面体在半空间内的有

限交点集合[35]. 将这些具有交点的多面体定义为有

限点集的凸包  维欧几里得空间, 这些点称为顶点,
用   表示 . 对于   个满足   的顶点 ,
凸多面体可等价的由  

 顶点集合表示. 将凸多面体转化为顶点集

合表示后, 相应每个多面体区域都有一个适当的分

解, 采用适当分解方法并利用平行四边形的体积公

式, 即可直接得到多面体体积公式[36]

V = volume(Pi) = volume(Conv(V)) =∑
1≤j1<···<jr≤k

√
|(V j1, ···, jr )T(V j1, ···, jr )| (8)

由此, 引入系统故障可分离性评价指标

Mij =
Vij

Vi + Vj − Vij
(9)

Mij fi fj

Vi Vj fi fj

Vij

其中,   表示故障  与故障  的可分离性评价参

数指标,   和  分别表示故障  模式与故障  模

式下系统输出的对应的多面体的半空间体积,   表

示两故障模式下系统输出多面体的半空间交集体积.

Mij

故障可分离性具体量化评价准则为: 若两个故

障模式下系统输出没有交集, 则说明该系统两故障

模式可以完全分离; 否则, 说明两故障模式会对系

统输出造成相同的影响, 交集范围代表对系统输出

影响相同的部分, 系统输出交集范围越大, 则故障

间耦合程度越高, 表明故障可分离性越低. 即 

数值越大, 两故障之间可分离性越低, 反之, 两故障

之间可分离性越高.
根据上述评价思想, 下面给出基于中心对称多

胞体的故障可分离性评价算法.

算法 1. 基于中心对称多胞体可分离性评价算法

u, w, v, s, f1, f2, · · · , fq Input:  .

Mij Output:  .

α = 1 : q 1) for    do

k = 1 : s 2)　　for    do

Zxα (k + 1) = AZxα (k) +BuZu(k)+

BfαZfα (k) +BwZw(k);

Zyα (k) = CZxα (k) +DuZu(k)+

DfαZfα (k) +DvZv(k);

 3)　　　　 

 4)　　end for

h = 1 : n 5)　　for    do

Θ(H) = [· · · , (−1)h+1|H[h]|, · · · ]T 6)　　　 ;

 7)　　end for

l = 1 : Cn−1
m 8)　　for    do

P+
l = Θ(H)T / ∥Θ(H)∥2 ∆bl = |P+

l hl| 9)　　 　 ;  ;

b+l = ∆bl + (P+
l p) b−l = ∆bl − (P+

l p)　　      ;  ;
 10)　　end for

Pα = polytope([P+;−P+], [b+; b−]); 11)　　　 

Vα = volume(Pα) 12)　　　 ;

 13) end for

i = 1 : q 14) for    do

j = 1 : q 15)　　for    do

Pij = Pi
∩

Pj 16)　　　 ;

Vij = volume(Pij) 17)　　　 ;

Mij = Vij/(Vi + Vj − Vij) 18)　　　 ;

 19)　　end for

 20)  end for

由以上评价原理可以看出, 本文提出的评价方

法不依赖于空间映射关系, 故不会造成由于映射矩

阵参数不同而导致结果不同的情况发生. 实际上,
基于中心对称多胞体的分析方法中不包含需要人为

选择的参数, 在某一具体时刻, 评价过程的各个计

算参数均具有确定性, 不会受到时间窗口长度的影

响, 故在同样的时间窗口长度条件下, 不会存在对
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相同两组故障多次试验仿真结果不同一的问题.

在此需要强调的是, 由于该方法需要采用中心

对称多胞体表述出系统输出的不确定性边界, 故在

建立系统数学模型过程中需要明确系统的不确定性

范围, 若无法确定系统的不确定性范围, 则无法利

用中心对称多胞体对故障可分离性进行评价.

至此, 给出了基于中心对称多胞体的故障可分

离性评价方法的一套完整体系.
 

3    数值仿真结果
 

3.1    仿真参数

x(0) =

[0 0 0 0]T u(k) = 0

本节以系统 (5)所示的数学模型为例, 采用包

含故障以及未知输入干扰的离散系统证明本文所提

方法的正确性和有效性. 初始系统状态设为 

, 令系统输入 . 系统的相关系

数矩阵取值如下:

A =


0 −0.1 1.0 0

0.0389 0.34 0.15 0

−0.04 0.047 0.21 0

0 −0.11 0.005 1.0



Bf =


3 3 4 1

5 5 2 6

5 5 3 1

4 4 5 9



B =


0.0872 1.0 1.0 1.0

1.0 0 0.0091 1.0
1.0 1.0 0.0002 1.0

0 1.0 1.0 1.0



Bw =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



CT =


0 1.0

−0.4792 0

0.3994 0.35

−0.1597 0.52

 , DT
v =


0.1 −0.35

0.05 0

0.46 0

−0.24 0.01


Df =

[
0 0 0 0

0 0 0 0

]
 

3.2    仿真结果

fi (i = 1, 2, 3, 4)

i

分别采用文献 [27]所述基于方向相似度的评

价方法和本文所提基于中心对称多胞体的评价方

法, 对系统 (5)所示的数学模型采用上述仿真参数,
对故障可分离性进行量化评价. 假设系统执行器发

生故障, 传感器无故障, 故用  表示

系统第  个执行器发生故障.

f(k)

w(k)

v(k)

s= 500

采用方向相似度的方法不考虑故障向量 (评价

指标如式 (4)所示), 故无需给定故障向量 . 由
于该方法仅能解决一类不考虑未知输入干扰项或未

知输入干扰项的分布形式已知的系统故障可分离性

问题, 故我们假设不考虑未知输入干扰项   和

 的影响. 为保证评价结果的正确性, 选取时间

窗口长度 , 评价结果如表 4所示. 因故障本

身不存在分离的可能, 所以故障本身的可分离性用

NULL表示.

  
表 4    基于方向相似度可分离性评价结果 (s = 500)
Table 4    Fault isolability evaluation results based on

directional similarity (s = 500)

故障 f1 f2 f3 f4 

f1 NULL 1.000 0 0.923 6 0.478 0

f2 1.000 0 NULL 0.923 6 0.478 0

f3 0.923 6 0.923 6 NULL 0.641 1

f4 0.478 0 0.478 0 0.641 1 NULL

 

f1 f2

1.0000 f1/f2

f4

0.4780 fi fj

fj fi

f1f4 = f2f4 > f3f4 > f1f3 = f2f3 >

f1f2.

从表 4中可以看出: 1)不同故障模式之间可分

离性评价结果数值不同. 故障  与  之间完全不可

分离, 故障可分离性评价结果为 ; 故障 

与  之间最容易被分离, 故障可分离性评价结果为

. 2)故障可分离性结果是对称的, 即  与 

之间和  与  之间的可分离性一致. 3)可分离性由

高到低的排序为:  
  

f(k)

|fa(k)| ≤ f f = 1

|w(k)| ≤ w, |v(k)| ≤ v w = 0.1, v = 0.05

s = 500

运用中心对称多胞体的方法考虑故障向量

 的影响, 假设系统执行器故障发生在幅值有界

范围内, 即 , 且 . 同时该方法考虑

了未知输入干扰项对系统输出的影响, 但无需知晓

其具体分布形式, 仅需给出上下界即可, 故我们假

设 , 其中 . 同
样地选取时间窗口长度 , 结果如表 5所示.

f1 f2

1.0000

表 5给出了本文所提方法的可分离性量化评价

结果, 从表 5可以发现: 1)故障  与  之间完全不

可分离, 可分离性评价结果为 . 其他故障模

式之间可以被分离, 可分离性大小各不相同. 2)故
障可分离性结果依旧是对称的. 3)各个故障模式之
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f1f4 = f2f4 >

f3f4 > f1f3 = f2f3 > f1f2

间的可分离性由高到低的排序为 :   

, 结果同表 4一致.
在此需要说明的是: 上述两种方法所得评价结

果数值不同是由于两种方法的评价思想和评价公式

均不相同, 同时在上述仿真中, 采用基于方向相似

度的方法未对故障向量和干扰项加以考虑, 而采用

本文所述方法考虑了故障向量, 同时考虑了分布形

式未知而上下界已知的输入干扰对系统输出的影

响, 这使得评价结果的相关数值之间不具有可比性.
但是, 由于系统故障可分离性是客观存在的, 我们

可以通过数值的大小排序来评判系统可分离性评价

指标是否正确. 从这一点上来说, 上述两种方法所

得的可分离性评价结果是一致的. 同时, 在上述仿

真中, 本文所提方法考虑的影响因素更多, 故其可

分离性评价结果的相对数值更具参考性. 从而, 验
证了基于中心对称多胞体方法的正确性和有效性.

s = 5

为进一步验证本方法在短时间窗口长条件下,
依然可以有效实现故障可分离性评价, 弥补基于方

向相似度方法的不足, 我们仍采用上述仿真参数,
选用一个短时间窗口长度 , 对系统 (5)进行仿

真, 结果如表 6所示.

f1 f2

1.0000

f1f4 = f2f4 > f3f4 > f1f3 = f2f3 > f1f2

从表 6中结果可以发现, 各个故障模式之间的

可分离性评价结果与表 5是存在差异的, 这是由于

系统是随着时间而不断发生变化的, 不同时刻下系

统输出的中心对称多胞体包络必然是不同的, 同时

两故障模式之间输出的中心对称多胞体交集大小也

是随着时间不断变化的, 故选取不同时间窗口长度,
得到的可分离性评价结果也不同. 但对于完全不可

分离的故障   和  ,  其可分离性评价结果仍为

, 各个故障模式之间的可分离性由高到低的

排序仍为:  ,
结果与表 4和表 5一致, 由此证明了结果的正确性.

同时, 相较于基于方向相似度的方法中, 相同

系统、同一参数在短时间窗口长度条件下, 相同两

故障模式之间多次仿真实验的可分离性评价结果不

同一的问题, 本文所提的分析方法是确定性的算法,
不包含需要人为选择的参数, 所以在评价过程中的

各个计算参数均具有确定性. 故对于相同两故障

模式, 即使选取了较短的时间窗口长度进行重复仿

真实验, 结果仍然为稳定的数值, 这说明短时间窗

口长度下该方法能够可靠地实现故障可分离性量化

评价. 即运用本文所提方法, 我们可以在故障发生

初期即可有效地完成故障可分离性的量化评价. 因
此, 表明了本方法相较于文献 [27]所述方法具有优

越性.

s = 5

本文所提方法是将系统输出的中心对称多胞体

转化为多面体的表示形式, 计算不同故障模式下系

统输出相应多面体交集的体积占比, 为了更直观表

示各个故障模式的可分离性大小, 图 1给出了 

时, 上述系统输出的多面体图形表示. 图形中阴影

部分表示不同故障模式可能对系统输出造成的相同

影响, 即系统输出的中心对称多胞体的交集范围,
交集部分越大表示相应故障可分离性越低. 

4    结论与展望

本文针对线性离散系统故障可分离性评价开展

了相关研究, 提出了一种基于中心对称多胞体的可

分离性量化评价新方法. 本文首先以方向相似度为

可分离性量化指标, 研究了该方法在实际应用中存

在的不足. 为弥补上述不足之处, 本文推导了以中

心对称多胞体为评价指标的可分离性评价方法, 并
给出了具体指标和评价算法. 最后通过仿真算例的

对比, 验证了本文所提评价指标的正确性和有效性,
同时证明了基于中心对称多胞体在实际应用中具备

的优越性.
综上, 本文所提出的方法主要优势在于: 针对

一类包含未知输入干扰项的线性离散系统, 在仅已

知故障及干扰的上下界、未知其具体分布形式的情

况下, 在故障发生初期即可有效完成故障可分离性

评价, 不会受到时间窗口长度大小的限制.
故障可诊断性的分析与评价方法是一个很有实

际意义的研究方向, 但是目前的研究还处于起步阶

段, 本文只研究了线性定常系统的故障可分离性评

价方法, 如何将本文所提出的方法推广到更具一般

 
(s = 500)表 5    基于中心对称多胞体可分离性评价结果 

(s = 500)

Table 5    Fault isolability evaluation results based on
Zonotope  

故障 f1 f2 f3 f4 

f1 NULL 1.000 0 0.446 4 0.150 8

f2 1.000 0 NULL 0.446 3 0.150 8

f3 0.446 3 0.446 3 NULL 0.338 0

f4 0.150 8 0.150 8 0.338 0 NULL

 
(s = 5)表 6    基于中心对称多胞体可分离性评价结果 

(s = 5)

Table 6    Fault isolability evaluation results based on
Zonotope  

故障 f1 f2 f3 f4 

f1 NULL 1.000 0 0.366 5 0.296 1

f2 1.000 0 NULL 0.366 5 0.296 1

f3 0.366 5 0.366 5 NULL 0.364 5

f4 0.296 1 0.296 1 0.364 5 NULL
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性的非线性系统中, 是下一步的研究方向之一.
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图 1    各个故障模式组合下系统输出结果

Fig. 1    System output results under the combination of various fault modes
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