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摘    要   针对循环神经网络 (Recurrent neural networks, RNNs)一阶优化算法学习效率不高和二阶优化算法时空开销

过大, 提出一种新的迷你批递归最小二乘优化算法. 所提算法采用非激活线性输出误差替代传统的激活输出误差反向传播,
并结合加权线性最小二乘目标函数关于隐藏层线性输出的等效梯度, 逐层导出 RNNs参数的迷你批递归最小二乘解. 相较

随机梯度下降算法, 所提算法只在 RNNs的隐藏层和输出层分别增加了一个协方差矩阵, 其时间复杂度和空间复杂度仅为

随机梯度下降算法的 3倍左右. 此外, 本文还就所提算法的遗忘因子自适应问题和过拟合问题分别给出一种解决办法. 仿真

结果表明, 无论是对序列数据的分类问题还是预测问题, 所提算法的收敛速度要优于现有主流一阶优化算法, 而且在超参数

的设置上具有较好的鲁棒性.
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Abstract   In recurrent neural networks (RNNs), the first-order optimization algorithms usually converge slowly,
and the second-order optimization algorithms commonly have high time and space complexities. In order to solve
these problems, a new minibatch recursive least squares (RLS) optimization algorithm is proposed. Using the inact-
ive linear output error to replace the conventional activation output error for backpropagation, together with the
equivalent gradients of the weighted linear least squares objective function with respect to linear outputs of the hid-
den layer, the proposed algorithm derives the minibatch recursive least squares solutions of RNNs parameters layer
by layer. Compared with the stochastic gradient descent algorithm, the proposed algorithm only adds one covari-
ance matrix into each layer of RNNs, and its time and space complexities are almost three times as much. Further-
more, in order to address the adaptive problem of the forgetting factor and the overfitting problem of the proposed
algorithm, two approaches are also presented, respectively, in this paper. The simulation results, on the classifica-
tion and prediction problems of sequential data, show that the proposed algorithm has faster convergence speed
than popular first-order optimization algorithms. In addition, the proposed algorithm also has good robustness in
the selection of hyperparameters.
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循环神经网络 (Recurrent neural networks,

RNNs)作为一种有效的深度学习模型, 引入了数据

在时序上的短期记忆依赖. 近年来, RNNs在语言

模型[1]、机器翻译[2]、语音识别[3] 等序列任务中均有

不俗的表现. 但是相比前馈神经网络而言, 也正因

为其短期记忆依赖, RNNs的参数训练更为困难[4−5].
如何高效训练 RNNs, 即 RNNs的优化, 是 RNNs
能否得以有效利用的关键问题之一. 目前主流的

RNNs优化算法主要有一阶梯度下降算法、自适应

学习率算法和二阶梯度下降算法等几种类型.
最典型的一阶梯度下降算法是随机梯度下降

(Stochastic gradient descent, SGD)[6], 广泛应用于

优化 RNNs. SGD基于小批量数据的平均梯度对参

数进行优化. 因为 SGD的梯度下降大小和方向完

全依赖当前批次数据, 容易陷入局部极小点, 故而

学习效率较低, 更新不稳定. 为此, 研究者在 SGD
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的基础上引入了速度的概念来加速学习过程, 这种

算法称为基于动量的 SGD算法[7], 简称为Momen-
tum. 在此基础上, Sutskever等[8] 提出了一种 Nes-
terov动量算法. 与Momentum的区别体现在梯度

计算上. 一阶梯度下降算法的超参数通常是预先固

定设置的, 一个不好的设置可能会导致模型训练速

度低下, 甚至完全无法训练. 针对 SGD的问题, 研
究者提出了一系列学习率可自适应调整的一阶梯度

下降算法, 简称自适应学习率算法. Duchi等[9] 提出

的 AdaGrad算法采用累加平方梯度对学习率进行

动态调整, 在凸优化问题中表现较好, 但在深度神

经网络中会导致学习率减小过快. Tieleman等[10] 提

出的 RMSProp算法与 Zeiler[11] 提出的 AdaDelta
算法在思路上类似, 都是使用指数衰减平均来减少

太久远梯度的影响, 解决了 AdaGrad学习率减少过

快的问题. Kingma 等 [12] 提出的 Adam 算法则将

RMSProp与动量思想相结合, 综合考虑梯度的一

阶矩和二阶矩估计计算学习率, 在大部分实验中比

AdaDelta等算法表现更为优异, 然而 Keskar等[13]

发现 Adam最终收敛效果比 SGD差, Reddi等[14]

也指出 Adam在某些情况下不收敛.
基于二阶梯度下降的算法采用目标函数的二阶

梯度信息对参数优化. 最广泛使用的是牛顿法, 其
基于二阶泰勒级数展开来最小化目标函数, 收敛速

度比一阶梯度算法快很多, 但是每次迭代都需要计

算 Hessian矩阵以及该矩阵的逆, 计算复杂度非常

高. 近年来研究人员提出了一些近似算法以降低计

算成本. Hessian-Free算法[15] 通过直接计算 Hessi-
an矩阵和向量的乘积来降低其计算复杂度, 但是该

算法每次更新参数需要进行上百次线性共轭梯度迭

代. AdaQN[16] 在每个迭代周期中要求一个两层循

环递归, 因此计算量依然较大. K-FAC算法 (Kro-
necker-factored approximate curvature)[17] 通过在

线构造 Fisher信息矩阵的可逆近似来计算二阶梯

度. 此外, 还有 BFGS算法[18] 以及其衍生算法 (例
如 L-BFGS 算法 [ 19−20 ] 等), 它们都通过避免计算

Hessian矩阵的逆来降低计算复杂度. 相对于一阶

优化算法来说, 二阶优化算法计算量依然过大, 因
此不适合处理规模过大的数据集, 并且所求得的高

精度解对模型的泛化能力提升有限, 甚至有时会影

响泛化, 因此二阶梯度优化算法目前还难以广泛用

于训练 RNNs.
除了上面介绍的几种类型优化算法之外, 也有

不少研究者尝试将递归最小二乘算法 (Recursive
least squares, RLS) 应用于训练各种神经网络.
RLS是一种自适应滤波算法, 具有非常快的收敛速

度. Azimi-Sadjadi等[21] 提出了一种 RLS算法, 对

多层感知机进行训练. 谭永红[22] 将神经网络层分为

线性输入层与非线性激活层, 对非线性激活层的反

传误差进行近似, 并使用 RLS算法对线性输入层的

参数矩阵进行求解来加快模型收敛. Xu等[23] 成功

将 RLS算法应用于多层 RNNs. 上述算法需要为每

个神经元存储一个协方差矩阵, 时空开销很大. Peter
等[24] 提出了一种扩展卡尔曼滤波优化算法, 对 RN-
Ns进行训练. 该算法将 RNNs表示为被噪声破坏

的平稳过程, 然后对网络的状态矩阵进行求解. 该
算法不足之处是需要计算雅可比矩阵来达到线性化

的目的, 时空开销也很大. Jaeger[25] 通过将非线性

系统近似为线性系统, 实现了回声状态网络参数的

RLS求解, 但该算法仅限于求解回声状态网络的输

出层参数, 并不适用于一般的 RNNs训练优化.
针对以上问题, 本文提出了一种新的基于 RLS

优化的 RNN算法 (简称 RLS-RNN). 本文主要贡

献如下: 1) 在 RLS-RNN的输出层参数更新推导

中, 借鉴 SGD中平均梯度的计算思想, 提出了一种

适于迷你批样本训练的 RLS更新方法, 显著减少

了 RNNs的实际训练时间, 使得所提算法可处理较

大规模数据集. 2) 在 RLS-RNN的隐藏层参数更新

推导中, 提出了一种等效梯度思想, 以获得该层参

数的最小二乘解, 同时使得 RNNs仅要求输出层激

活函数存在反函数即可采用 RLS进行训练, 对隐藏

层的激活函数则无此要求 . 3) 相较以前的 RLS
优化算法, RLS-RNN只需在隐藏层和输出层而非

为这两层的每一个神经元分别设置一个协方差矩

阵, 使得其时间和空间复杂度仅约 SGD算法的 3倍.
4) 对 RLS-RNN的遗忘因子自适应和过拟合预防

问题进行了简要讨论, 分别给出了一种解决办法. 

1    背景
 

1.1    基于 SGD 优化的 RNN 算法

Xs, t ∈ Rm×a Hs, t ∈ Rm×h Os, t ∈ Rm×d

s t

m a

h d

Us−1 ∈ Ra×h Ws−1 ∈ Rh×h

Vs−1 ∈ Rh×d s

bHs−1 ∈ R1×h bOs−1 ∈ R1×d

τ τ

RNNs处理时序数据的模型结构如图 1所示.
一个基本的 RNN通常由一个输入层、一个隐藏层

(也称为循环层) 和一个输出层组成 .  在图 1 中 ,
,   和   分别为

第  批训练样本数据在第  时刻的输入值、隐藏层

和输出层的输出值, 其中,   为迷你批大小,   为一

个训练样本数据的维度,   为隐藏层神经元数,  
为输出层神经元数;  ,   和

 分别为第  批数据训练时输入层到隐

藏层、隐藏层内部、隐藏层到输出层的参数矩阵;
 和  分别为隐藏层和输出层

的偏置参数矩阵;   表示当前序列数据共有  时间

步. RNNs的核心思想是在模型的不同时间步对参
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数进行共享, 将每一时间步的隐藏层输出值加权输

入到其下一时间步的计算中, 从而令权重参数学习

到序列数据不同时间步之间的关联特征并进行泛

化. 输出层则根据实际问题选择将哪些时间步输出,
比较常见的有序列数据的分类问题和预测问题. 对
序列数据预测问题, 输出层每一时间步均有输出;
对序列数据分类问题, 输出层没有图 1虚线框中的

时间步输出, 即仅在最后一个时间步才有输出.

  
…

…

…输入层

输出层

隐藏层

Os, 1

Hs, 0

Xs, 1 Xs, 2

Hs, 1 Hs, 2

Os, 2

Vs−1 Vs−1 Vs−1

Os, t−1

Hs, t−2 Hs, t−1

Xs, t−1 Xs, t

Hs, t

Os, t

Vs−1

Us−1 Us−1 Us−1
Us−1

Ws−1 Ws−1Ws−1Ws−1

bO
s−1 bO

s−1bO
s−1

bH
s−1bH

s−1 bH
s−1 bH

s−1

bO
s−1

 

图 1   RNN模型结构

Fig. 1    RNN model structure
 

RNNs通过前向传播来获得实际输出, 其计算

过程可描述为

Hs, t=φ(Xs, tUs−1+Hs, t−1Ws−1+1×bHs−1) (1)

Os, t=σ(Hs, tVs−1+1× bOs−1) (2)

1 m φ(·) σ(·)其中,   为  行全 1 列向量;   和  分别为隐

藏层和输出层的激活函数, 常用的激活函数有 sig-
moid函数与 tanh函数等. 为了便于后续推导和表

达的简洁性, 以上两式可用增广矩阵进一步表示为

Hs, t = φ(RH
s, tΘ

H
s−1) (3)

Os, t = σ(RO
s, tΘ

O
s−1) (4)

RH
s, t∈Rm×(a+h+1) RO

s, t∈Rm×(h+1)

ΘH
s−1 ∈ R(a+h+1)×h

ΘO
s−1 ∈ R(h+1)×d

其中,   ,    分别为隐

藏层与输出层的输入增广矩阵;  ,
 分别为隐藏层与输入层的权重参

数增广矩阵, 即

RH
s, t = [Xs, t Hs, t−1 1] (5)

RO
s, t = [Hs, t 1] (6)

ΘH
s−1 =

[
UT
s−1 W T

s−1 (bHs−1)
T]T (7)

ΘO
s−1 =

[
V T
s−1 (bOs−1)

T]T (8)

RNNs的参数更新方式和所采用的优化算法密

切相关, 基于 SGD算法的 RNNs模型优化通常借

助于最小化目标函数反向传播完成. 常用目标函数

有交叉熵函数、均方误差函数、Logistic函数等. 这
里仅考虑均方误差目标函数

Ĵ(Θs−1) =

τ∑
t=t0

∥∥Y ∗
s, t −Os, t

∥∥2
F

2m(τ − t0 + 1)
(9)

Y ∗
s, t ∈ Rm×d Xs, t Θs−1

t0

t0 = τ

t0 = 1

其中,    为   对应的期望输出;   

为网络中的所有参数矩阵;   表示输出层的起始输

出时间步, 如果是分类问题,  , 如果是序列预

测问题, 则 , 下文延续该设定, 不再赘述.

∇̂O
s = ∂Ĵ(Θs−1)

∂ΘO
s−1

∇̂O
s令 , 由式 (9)和链导法则, 则  为

∇̂O
s =

τ∑
t=t0

(RO
s, t)

T∆̂O
s, t (10)

∆̂O
s, t =

∂Ĵ(Θs−1)

∂ZO
s, t

其中,  , 即

∆̂O
s, t =

 (Os, t − Y ∗
s, t) ◦ σ′(ZO

s, t)

m(τ − t0 + 1)
, t ≥ t0

0, t < t0

(11)

◦ ZO
s, t式中,   为 Hadamard积,   为输出层非激活线

性输出, 即

ZO
s, t = RO

s, tΘ
O
s−1 (12)

则该层参数更新规则可定义为

ΘO
s = ΘO

s−1 − α∇̂O
s (13)

α其中,   为学习率.

∇̂H
s = ∂J(Θs−1)

∂ΘH
s−1

令 , 根据 BPTT (Back propag-

ation through time)算法[26], 由式 (9)和链导法则

可得

∇̂H
s =

τ∑
t=1

(RH
s, t)

T∆̂H
s, t (14)

∆̂H
s, t =

∂Ĵ(Θs−1)

∂ZH
s, t

其中,   为目标函数对于隐藏层非激

活线性输出的梯度, 即

∆̂H
s, t =

{
(∆̃H

s, t(Θ̃
H
s−1)

T) ◦ φ′(ZH
s, t), t < τ

(∆̂O
s, tV

T
s−1) ◦ φ′(ZH

s, t), t = τ
(15)

∆̃H
s, t = [∆̂O

s, t, ∆̂
H
s, t+1], Θ̃H

s−1 = [Vs−1, Ws−1] ,

ZH
s, t

其中 ,        

 为隐藏层非激活线性输出, 即

ZH
s, t = RH

s, tΘ
H
s−1 (16)

则该层参数更新规则可定义为

ΘH
s = ΘH

s−1 − α∇̂H
s (17)

 

1.2    RLS 算法

RLS是一种最小二乘优化算法的递推化算法,
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Xt = {x1, · · · , xt}
Y ∗
t = {y∗1 , · · · , y∗t }

不但收敛速度很快, 而且适用于在线学习. 设当前

训练样本输入集 , 对应的期望输

出集为 . 其目标函数通常定义为

J(w) =
1

2

t∑
s=1

λt−s
(
y∗s −wTxs

)2
(18)

w λ ∈ (0, 1]其中,   为权重向量;   为遗忘因子.
∇wJ(w) = 0令 , 可得

w∗ =

t∑
s=1

λt−s(xsx
T
s)

−1xsy
∗
s (19)

整理后可表示为

wt = w∗ = A−1
t bt (20)

其中,

At =

t∑
s=1

λt−sxsx
T
s (21)

bt =

t∑
s=1

λt−sxsy
∗
s (22)

为了避免昂贵的矩阵求逆运算且适用于在线学

习, 令

Pt = A−1
t (23)

将式 (21)和式 (22)改写为如下递推更新形式

At = λAt−1 + xtx
T
t (24)

bt = λbt−1 + xty
∗
t (25)

由 Sherman-Morrison-Woodbury公式[27] 易得

Pt =
1

λ
Pt−1 −

1

λ
gtuTt (26)

其中,

ut = Pt−1xt (27)

gt =
ut

λ+ uTtxt
(28)

gt其中,    为增益向量. 进一步将式 (23)、(25) 和
(26)代入式 (20), 可得当前权重向量的更新公式为

wt = wt−1 − gtet (29)

其中,

et = wT
t−1xt − y∗t (30)

 

2    基于 RLS 优化的 RNNs 算法

RLS算法虽然具有很快的学习速度, 然而只适

用于线性系统. 我们注意到在 RNNs中, 如果不考

虑激活函数, 其隐藏层和输出层的输出计算依旧是

σ(·)
σ−1(·)

线性的, 本节将基于这一特性来构建新的迷你批

RLS优化算法. 假定输出层激活函数  存在反函

数 , 并仿照RLS算法将输出层目标函数定义为

J(Θ) =

s∑
n=1

τ∑
t=t0

λs−n
∥∥ZO∗

n, t − ZO
n, t

∥∥2
F

2m(τ − t0 + 1)
(31)

s s ZO∗
n, t其中,   代表共有  批训练样本;   为输出层的

非激活线性期望值, 即

ZO∗
n, t = σ−1(Y ∗

n, t) (32)

因此, RNNs参数优化问题可以定义为

Θs = argmin
Θ

J(Θ) (33)

Hs, t

Os, t ZO
s, t

由于 RNNs前向传播并不涉及权重参数更新,
因此本文所提算法应用于 RNNs训练时, 其前向传

播计算与第 1.1节介绍的 SGD-RNN算法基本相

同,   同样采用式 (3)计算, 唯一区别是此处并

不需要计算 , 而是采用式 (12)计算 . 本节

将只考虑RLS-RNN的输出层和隐藏层参数更新推导. 

2.1    RLS-RNN 输出层参数更新推导

∇ΘO = ∂J(Θ)
∂ΘO令 , 由式 (31)和链导法则可得

∇ΘO =

s∑
n=1

τ∑
t=t0

(RO
n, t)

T∆O
n, t (34)

∆O
n, t =

∂J(Θ)

∂ZO
n, t

其中,  , 即

∆O
n, t =

λs−n
(
ZO
n, t − ZO∗

n, t

)
m (τ − t0 + 1)

, t ≥ t0

0, t < t0

(35)

ΘO∗ ∇ΘO = 0为了求取最优参数 , 进一步令 , 即
s∑

n=1

τ∑
t=t0

(RO
n, t)

T∆O
n, t = 0 (36)

将式 (35)代入式 (36), 得
s∑

n=1

τ∑
t=t0

λs−n(RO
n, t)

T
(RO

n, tΘ
O − ZO∗

n, t)

m(τ − t0 + 1)
= 0 (37)

ΘO
s整理可得  的最小二乘解

ΘO
s = ΘO∗ = (AO

s )
−1BO

s (38)

其中,

AO
s =

s∑
n=1

τ∑
t=t0

λs−n(RO
n, t)

TRO
n, t

m(τ − t0 + 1)
(39)

BO
s =

s∑
n=1

τ∑
t=t0

λs−n(RO
n, t)

TZO∗
n, t

m(τ − t0 + 1)
(40)

类似于 RLS算法推导, 以上两式可进一步写成
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如下递推形式

AO
s = λAO

s−1 +

τ∑
t=t0

m∑
k=1

RO
s, t, k(R

O
s, t, k)

T

m(τ − t0 + 1)
(41)

BO
s = λBO

s−1 +

τ∑
t=t0

m∑
k=1

RO
s, t, k(Z

O∗
s, t, k)

T

m(τ − t0 + 1)
(42)

RO
s, t, k ∈ Rh+1 (RO

s, t)
T k ZO∗

s, t, k ∈
Rd (ZO∗

s, t)
T k

AO
s

其中,   为  的第  列向量,  

 为  的第   列向量. 但是, 由于此处 RN-

Ns基于迷你批训练, 式 (41)并不能像式 (24)那样

直接利用 Sherman-Morrison-Woodbury公式求解

 的逆.

ΘO
s−1 AO

s−1 BO
s−1考虑到同一批次中各样本 ,   和 

是相同的, 借鉴 SGD计算迷你批平均梯度思想, 接
下来采用平均近似方法来处理这一问题. 因为式

(41)和式 (42)可以重写为如下形式

AO
s =

τ∑
t=t0

m∑
k=1

AO
s, t, k

m(τ − t0 + 1)
(43)

BO
s =

τ∑
t=t0

m∑
k=1

BO
s, t, k

m(τ − t0 + 1)
(44)

其中,

AO
s, t, k = λAO

s−1 +RO
s, t, k(R

O
s, t, k)

T (45)

BO
s, t, k = λBO

s−1 +RO
s, t, k(Z

O∗
s, t, k)

T (46)

(AO
s )

−1 ΘO
s因而可使用如下公式来近似求得  和  为

(AO
s )

−1 ≈
τ∑

t=t0

m∑
k=1

(AO
s, t, k)

−1

m(τ − t0 + 1)
(47)

ΘO
s ≈

τ∑
t=t0

m∑
k=1

(AO
s, t, k)

−1BO
s, t, k

m(τ − t0 + 1)
(48)

PO
s = (AO

s )
−1令  , 根据式 (47) 和式 (38) 以及

Sherman-Morrison-Woodbury公式, 整理后得如下

更新式为

PO
s ≈ 1

λ
PO
s−1 −

τ∑
t=t0

m∑
k=1

GO
s, t, k(Λ

O
s, t, k)

T

λm(τ − t0 + 1)
(49)

ΘO
s ≈ ΘO

s−1 −
τ∑

t=t0

m∑
k=1

GO
s, t, k(∆

O
s, t, k)

T (50)

∆O
s, t, k ∈ Rd (∆O

s, t)
T k其中,   为  的第  列向量, 且

ΛO
s, t, k = PO

s−1R
O
s, t, k (51)

GO
s, t, k =

ΛO
s, t, k

λ+ (ΛO
s, t, k)

TRO
s, t, k

(52)

 

2.2    RLS-RNN 隐藏层参数更新推导

∇ΘH = ∂J(Θ)
∂ΘH令 , 由式 (31)和链导法则可得

∇ΘH =

s∑
n=1

τ∑
t=1

(RH
n, t)

T∆H
n, t (53)

∆H
n, t =

∂J(Θ)

∂ZH
n, t

其中,  , 使用 BPTT算法计算其具体

形式为

∆H
n, t =

(∆́H
n, t(Θ̃

H
n−1)

T) ◦ φ′(ZH
n, t), t < τ

(∆O
n, tV

T
n−1) ◦ φ′(ZH

n, t), t = τ
(54)

∆́H
n, t =

[
∆O

n, t, ∆
H
n, t+1

]
∇ΘH = 0其中,  . 进一步令 , 可得

s∑
n=1

τ∑
t=1

(RH
n, t)

T∆H
n, t = 0 (55)

φ′(ZH
s, t)

ΘH

然而, 式 (54)非常复杂, 且  一般为非

线性, 我们并不能将式 (54)代入式 (55)求得隐藏

层参数  的最小二乘解.
∆H

n, t

ΘH

JH(ΘH)

接下来我们提出一种新的方法来导出  的

等价形式, 藉此来获得  的最小二乘解. 临时定义

一个新的隐藏层目标函数 

JH(ΘH) =

s∑
n=1

τ∑
t=1

λs−n

2mτ

∥∥ZH∗
n, t − ZH

n, t

∥∥2
F (56)

ZH∗
n, t

J(Θ) → 0 JH(ΘH) → 0

其中,   为该层非激活线性输出期望值. 显然, 如

果 , 那么 . 即

ΘH
s = argmin

ΘH
JH(ΘH) (57)

∂JH(ΘH)
∂ΘH = 0令 , 得

s∑
n=1

τ∑
t=1

λs−n

mτ
(RH

n, t)
T(ZH

n, t − ZH∗
n, t) = 0 (58)

∆H
n, t对比式 (55)和式 (58), 可以得到  的另一种等

价定义形式

∆H
n, t =

ηλs−n

mτ

(
ZH
n, t − ZH∗

n, t

)
(59)

η

η

ZH
n, t = RH

n, tΘ
H

其中,   为比例因子. 理论上讲, 不同迷你批数据对

应的  应该有一定的差别. 但考虑到各批迷你批数

据均是从整个训练集中随机选取, 因此可忽略这一

差别. 根据式 (16)可知 , 且将式 (59)

代入式 (55), 得
s∑

n=1

τ∑
t=1

ηλs−n

mτ
(RH

n, t)
T (RH

n, tΘ
H − ZH∗

n, t

)
= 0 (60)

ΘH
s进一步整理, 可得  的最小二乘解

ΘH
s = ΘH∗

s = (AH
s )−1BH

s (61)
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其中,

AH
s =

s∑
n=1

τ∑
t=1

ηλs−n

mτ
(RH

n, t)
TRH

n, t (62)

BH
s =

s∑
n=1

τ∑
t=1

ηλs−n

mτ
(RH

n, t)
TZH∗

n, t (63)

PH
s = (AH

s )−1

式 (61)的递归最小二乘解推导过程类似于输

出层参数更新推导. 令 , 同样采用上

文的近似平均求解方法, 易得

PH
s ≈ 1

λ
PH
s−1 −

1

λmτ

τ∑
t=1

m∑
k=1

GH
s, t, k(Λ

H
s, t, k)

T (64)

ΘH
s ≈ ΘH

s−1 −
1

η

τ∑
t=1

m∑
k=1

GH
s, t, k(∆

H
s, t, k)

T (65)

∆H
s, t, k ∈ Rh (∆H

s, t)
T k其中,   为  的第  列向量, 且

ΛH
s, t, k = PH

s−1R
H
s, t, k (66)

GH
s, t, k =

ΛH
s, t, k

λ
η + (ΛH

s, t, k)
TRH

s, t, k

(67)

ZH∗
s, t

∆H
s, t

需要说明的是, 因为我们并不知道隐藏层期望

输出  ,  所以实际上不能通过式 (59) 来求取

. 幸运的是, 式 (54)与 (59)等价, 因此在算法

具体实现中, 采用式 (54)来替换式 (59).
综上, RLS-RNN算法如算法 1所示.
算法 1. 基于 RLS 优化的 RNN 算法

{(X1, Y
∗
1 ), (X2, Y

∗
2 ), · · · , (XN ,

Y ∗
N )}, τ λ η

α

Require: 迷你批样本   

 时间步 , 遗忘因子 , 比例因子 , 协方差矩阵初始

参数 ;

ΘH
0 ΘO

0

PH
0 = αIH , PO

0 = αIO;

Initialize: 初始化权重矩阵  和 , 初始化协方差

矩阵 

s = 1, 2, · · · , N　  for    do

Hs, 0 = 0　　    设置 ;

t = 1, 2, · · · , τ　　    for    do

Hs, t　　　　   用式 (3)计算 ;

Zs, t　　　　   用式 (12)计算 ;

　　    end for

t = τ, τ − 1, · · · , 1　　    for    do

∆O
s, t　　　　   用式 (35)计算 ;

∆H
s, t　　　　   用式 (54)计算 ;

k = 1, · · · , m　　　　   for    do

ΛO
s, t, k GO

s, t, k　　　　　　  用式 (51), (52)计算 ,  ;

ΛH
s, t, k GH

s, t, k　　　　　　  用式 (66), (67)计算 ,  ;

　　　　   end for

　　    end for

PO
s ΘO

s　　    用式 (49), (50)更新 ,  ;

PH
s ΘH

s　　    用式 (64), (65)更新 ,  ;

　  end for.
 

3    分析与改进
 

3.1    复杂度分析

τ

m a h

d

a d h

在 RNNs当前所用优化算法中, SGD是时间

和空间复杂度最低的算法. 本节将以 SGD-RNN为

参照, 来对比分析本文提出的 RLS-RNN算法的时

间和空间复杂度. 两个算法采用一个迷你批样本数

据集学习的时间和空间复杂度对比结果如表 1所
示. 从第 1节介绍可知,   表示序列数据时间步长

度,   表示批大小,   表示单个样本向量的维度,  
表示隐藏层神经元数量,   表示输出层神经元数量.
在实际应用中,   和  一般要小于 , 因而 RLS-RNN
的时间复杂度和空间复杂度大约为 SGD-RNN的

3倍. 在实际运行中, 我们发现 RLS-RNN所用时间

和内存空间大约是 SGD-RNN的 3倍, 与本节理论

分析结果正好相吻合.
所提算法只需在 RNNs的隐藏层和输出层各

设置一个矩阵 , 而以前的 RLS 优化算法则需为

RNNs隐藏层和输出层的每一个神经元设置一个与

所提算法相同规模的协方差矩阵, 因而所提算法在

时间和空间复杂度上有着大幅降低. 此外, 所提算

法采用了深度学习广为使用的迷你批训练方式, 使
得其可用于处理较大规模的数据集. 

λ3.2      自适应调整

λ

λ

λ

众多研究表明, 遗忘因子  的取值对 RLS算法

性能影响较大[28], 特别是在 RLS处理时变任务时影

响更大. 由于本文所提算法建立在传统 RLS基础之

上, 因而 RLS-RNN的收敛质量也易受  的取值影

响. 在 RLS研究领域, 当前已有不少关于  自适应

调整方面的成果[28−29], 因此可以直接利用这些成果

对 RLS-RNN作进一步改进.
λ

s

在文献 [29]基础上, 本小节直接给出一种  自

适应调整方法. 对第  迷你批样本, RLS-RNN各层

中的遗忘因子统一定义为

λs =


λmax, 若 σe

s ≤ κσv
s

min
(

qsσ
v
s

ξ + |σe
s − σv

s |
, λmax

)
, 否则

(68)

λmax κ > 1 λs

κ λs ξ

λs qs σe
s

其中,   接近于 1,   用于控制  更新, 一般

建议取 2, 通常  取值越小,   更新越频繁;   是一

个极小的常数, 防止在计算  时分母为 0;  ,  
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σv
s和  定义为

qs = µ0qs−1 +

(1− µ0)

τ∑
t=t0

m∑
k=1

(ΛO
s, t, k)

TRO
s, t, k

m(τ − t0 + 1)

σe
s = µ1σ

e
s−1 +

(1− µ1)

τ∑
t=t0

m∑
k=1

||∆O
s, t, k||22

md(τ − t0 + 1)

σv
s = µ2σ

v
s−1 +

(1− µ2)

τ∑
t=t0

m∑
k=1

||∆O
s, t, k||22

md(τ − t0 + 1)

µ0 7/8;µ1 = 1− 1/(ς1m) ς1 ≥ 2;

µ2 = 1− 1/(ς2m) ς2 > ς1

其中,   建议取 , 通常 

, 且 .
λs

λ

λ

当然, 采用以上方式更新  将会引入新的超参

数, 给 RLS-RNN 的调试带来一定困难. 从使用

RLS-RNN的实际经验来看, 也可采用固定的  进

行训练, 建议将  取值设置在 0.99至 1之间. 

3.3    过拟合预防

传统 RLS算法虽然具有很快的收敛速度, 但也

经常面临过拟合风险, RLS-RNN同样面临这一风

险. 类似于第 3.2节, 同样可以利用 RLS领域关于

这一问题的一些研究成果来改进 RLS-RNN.
L1Ekșioğlu[30] 提出了一种  正则化 RLS方法,

即在参数更新时附加一个正则化项. 对其稍加改进,
则在式 (50)和式 (65)的基础上可分别重新定义为

ΘO
s ≈ ΘO

s−1 −
τ∑

t=1

GO
s, t∆

O
s, t − γPO

s−1sgn(Θ
O
s−1) (69)

ΘH
s ≈ ΘH

s−1−
1

η

τ∑
t=t0

GH
s, t∆

H
s, t−γPH

s−1sgn(Θ
H
s−1) (70)

γ GO
s, t =

[
GO

s, t, 1, · · · , GO
s, t,m

]
GH

s, t =
[
GH

s, t, 1, · · · , GH
s, t,m

]其中,   为正则化因子,  ,

.

实际上, 除了这种方法外, 读者也可采用其他

正则化方法对 RLS-RNN作进一步改进. 

4    仿真实验

α η

为了验证所提算法的有效性, 本节选用两个序

列数据分类问题和两个序列数据预测问题进行仿真

实验. 其中, 两个分类问题为MNIST手写数字识别

分类[31] 和 IMDB影评正负情感分类, 两个预测问题

为 Google股票价格预测[32] 与北京市 PM2.5污染预

测[33]. 在实验中, 将着重验证所提算法的收敛性能、

超参数  和  选取的鲁棒性. 在收敛性能验证中, 选
用主流一阶梯度优化算法 SGD、Momentum和

Adam进行对比, 所有问题的实验均迭代运行 150
Epochs; 在超参数鲁棒性验证中, 考虑到所提算法

收敛速度非常快, 所有问题的实验均只迭代运行 50
Epochs. 为了减少实验结果的随机性, 所有实验均

重复运行 5次然后取平均值展示结果. 此外, 为了

观察所提算法的实际效果, 所有优化算法在 RN-
Ns参数更新过程均不进行 Dropout处理. 需要特

别说明的是: 对前两个分类问题, 由于时变性不强,
所提算法遗忘因子采用固定值方式而不采用第 3.2

 
表 1    SGD-RNN与 RLS-RNN复杂度分析

Table 1    Complexity analysis of SGD-RNN and RLS-RNN

SGD-RNN RLS-RNN

时间复杂度

Os O(τmdh) —

Zs — O(τmdh) 

Hs O(τmh(h + a)) O(τmh(h + a)) 

∆O
s O(4τmd) O(3τmd) 

∆H
s O(τmh(h + d)) O(τmh(h + d)) 

PO
s — O(2τmh2) 

PH
s — O(2τm(h + a)2) 

ΘO
s O(τmdh) O(τmdh) 

ΘH
s O(τmh(h + a)) O(τmh(h + a)) 

合计 O(τm(3dh + 3h2 + 2ha)) O(τm(7h2 + 2a2 + 3dh + 6ha)) 

空间复杂度

ΘO
s O(hd) O(hd) 

ΘH
s O(h(h + a)) O(h(h + a)) 

PH
s — O((h + a)2) 

PO
s — O(h2) 

合计 O(h2 + hd + ha) O(hd + 3ha + a2 + 3h2) 
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节所提方式; 对后两个预测问题, 所提算法遗忘因

子将采用第 3.2节所提方式; 所提算法对 4个问题

均将采用第 3.3节所提方法防止过拟合. 

4.1    MNIST 手写数字识别分类

28× 28

MNIST分类问题的训练集与测试集分别由 55 000
和 10 000幅  像素、共 10类灰度手写数字图

片组成, 学习目标是能对给定手写数字图片进行识

别. 为了适应 RNNs学习, 将训练集和测试集中的

每张图片转换成一个 28时间步的序列, 每时间步

包括 28个像素输入, 图片类别采用 One-hot编码.

tanh(·).

tanh(·) tanh−1(1) tanh−1(−1)

tanh−1(x)

x≥0.997 tanh−1(x)= tanh−1(0.997) x≤−0.997,

tanh−1(x) = tanh−1(−0.997)

该问题所用 RNN模型结构设置如下: 1) 输入

层输入时间步为 28, 输入向量维度为 28. 2) 隐藏层

时间步为 28, 神经元数为 100, 激活函数为 

3) 输出层时间步为 1, 神经元数为 10, 激活函数为

. 由于  和  分别为正、负无

穷大, 在具体实现中, 对  , 我们约定: 若
, 则 ; 若 

则 . RNN模型权重参数

采用 He初始化[34].
在收敛性能对比验证中, 各优化算法超参数设

λ η

α γ

β1

β2 ϵ 10−8 α η

λ = 0.9999 γ = 0.0001 η = 1 α =

0.01, 0.1, 0.2, · · · , 1 λ = 0.9999, γ =

0.0001 α=0.4, η = 0.1, 1, 2, · · · , 10

置如下: RLS遗忘因子  为 0.9999, 比例因子  为

1, 协方差矩阵初始化参数  为 0.4, 正则化因子 

为 0.0001; SGD学习率为 0.05; Momentum学习率

为 0.05, 动量参数 0.5; Adam学习率 0.001,   设

为 0.9,   为 0.999,   设为 . 在超参数  和  选

取的鲁棒性验证中, 采用控制变量法进行测试: 1)
固定 ,   和 , 依次选取 

 验证 ;   2 )  固定  

 和  依次选取  验证.

α η

α

α

在上述设定下, 每一 Epoch均将训练集随机划

分成 550个迷你批, 批大小为 100. 每训练完一个

Epoch, 便从测试集中随机生成 50个迷你批进行测

试, 统计其平均分类准确率. 实验结果如图 2(a)、
表 2 和表 3 所示. 由图 2(a) 可知, RLS 在第 1 个
Epoch便可将分类准确率提高到 95% 以上, 其收敛

速度远高于其他三种优化算法, 且 RLS的准确率曲

线比较平滑, 说明参数收敛比较稳定. 表 2和表 3
记录了该实验取不同的  和  时第 50 Epoch的平

均分类准确率. 从表 2中不难看出, 不同初始化因

子  在第 50 Epoch的准确率都在 97.10% 到 97.70%
之间波动, 整体来说比较稳定, 说明  对算法性能
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图 2    收敛性比较实验结果

Fig. 2    Experimental results on the convergence comparisons
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η

η

α η

影响较小. 从表 3中可知, 不同  取值的准确率均

在 97.04% 到 97.80% 之间, 波动较小,   取值对算

法性能的影响也不大. 综上, RLS算法的  和  取

值均具有较好的鲁棒性. 

4.2    IMDB 影评情感分类

IMDB分类问题的训练集和测试集分别由 25 000
和 10 000条电影评论组成, 正负情感评论各占 50%,
学习目标是能对给定评论的感情倾向进行识别. 为
了适应 RNNs学习, 首先从 Keras内置数据集加载

训练集和测试集的各条评论, 选取每条评论前 32
个有效词构成一个时间步序列, 然后对该评论中的

每个有效词以 GloVe.6B预训练模型[35] 进行词嵌

入, 使得每个时间步包括 50个输入维度, 评论的正

负情感类别采用 One-hot编码.

tanh(·)

tanh(·) tanh−1(x)

该问题所用 RNN模型结构设置如下: 1) 输入

层输入时间步为 32, 输入向量维度为 50. 2) 隐藏层

时间步为 32, 神经元数为 100, 激活函数为 .
3) 输出层时间步为 1, 神经元数为 2, 激活函数为

.    问题和 RNN 模型权重参数的初

始化按第 4.1节方式同样处理.

λ η

α γ

β1

β2 ϵ 10−8 α η

λ = 0.9999, γ = 0.001 η = 1

α = 0.01, 0.1, 0.2, · · · , 1 λ = 0.9999,

γ = 0.001 α = 0.4 η = 0.1, 1, 2, · · · , 10

在收敛性能对比验证中, 各优化算法超参数设

置如下: RLS遗忘因子  为 0.9999, 比例因子  为

1, 协方差矩阵初始化参数  为 0.4, 正则化因子 

为 0.001; SGD学习率为 0.05; Momentum学习率

为 0.05, 动量参数 0.5; Adam学习率 0.0001,   设

为 0.9,   设为 0.999,   设为 . 在超参数  和 

选取的鲁棒性验证中, 同样采用控制变量法进行测

试: 1) 固定   和  , 依次选

取  验证; 2) 固定 

 和 , 依次选取 

验证.

α η

α

α

η

η

α η

在上述设定下, 每一 Epoch均将训练集随机划

分成 250个迷你批, 批大小为 100. 每训练完一个

Epoch, 便从测试集中随机生成 50个迷你批进行测

试, 统计其平均分类准确率. 实验结果如图 2(b)、
表 2 和表 3 所示. 由图 2(b) 可知, SGD 与 Mo-
mentum的收敛不太稳定, 波动比较大, 而 Adam
的准确率曲线则比较平滑, 这三者在训练初期的准

确率都比较低. 相比之下, RLS在训练初期的准确

率已经比较接近后期预测准确率, 前期收敛速度极

快, 整体准确率也明显优于其余三种优化算法. 表 2
和表 3记录了 IMDB实验取不同的  和  时第 50
Epoch的平均分类准确率. 由表 2易知不同  的情

况下准确率浮动范围比较小, 因此不同  对算法的

影响比较小. 由表 3可知, 采用不同  时其准确率

在 72.86% 到 73.82% 之间浮动, 可见  的取值对算

法性能影响较小. 综上, RLS算法的  和  取值在

本实验中同样都具有较好的鲁棒性. 

4.3    Google 股票价格预测

Google股票价格预测问题的数据源自 Google
公司从 2010年 1月 4日到 2016年 12月 30日的股

价记录, 每日股价记录包括当日开盘价、当日最低

价、当日最高价、交易笔数及当日调整后收盘价五

种数值, 学习目标是能根据当日股价预测调整后次

日收盘价. 为了适应 RNNs学习, 首先对这些数值

进行归一化处理, 然后以连续 50个交易日为单位

进行采样, 每次采样生成一条 5维输入序列数据,
同时将该次采样后推一个交易日选取各日调整后收

盘价生成对应的一维期望输出序列数据, 取前 1 400
条序列数据的训练集, 后续 200条序列数据为测试

 
α表 2    初始化因子  鲁棒性分析

αTable 2    Robustness analysis of the initializing factor  

α 0.01 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

MNIST分类准确率 (%) 97.10 97.36 97.38 97.35 97.57 97.70 97.19 97.27 97.42 97.25 97.60

IMDB分类准确率 (%) 72.21 73.50 73.24 73.32 74.02 73.01 73.68 73.25 73.20 73.42 73.12

×10−4股价预测MSE (  ) 5.32 5.19 5.04 5.43 5.42 5.30 4.87 4.85 5.32 5.54 5.27

×10−3PM2.5预测MSE (  ) 1.58 1.55 1.53 1.55 1.61 1.55 1.55 1.54 1.57 1.58 1.57

 
η表 3    比例因子  鲁棒性分析

ηTable 3    Robustness analysis of the scaling factor  

η 0.1 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

MNIST分类准确率 (%) 97.80 97.59 97.48 97.61 97.04 97.62 97.44 97.33 97.38 97.37 97.45

IMDB分类准确率 (%) 73.58 73.46 73.62 73.76 73.44 73.82 73.71 72.97 72.86 73.12 73.69

×10−4股价预测MSE (  ) 5.70 5.32 5.04 5.06 5.61 4.73 5.04 5.14 4.85 4.97 5.19

×10−3PM2.5预测MSE (  ) 1.53 1.55 1.56 1.59 1.56 1.53 1.58 1.55 1.54 1.50 1.52
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集, 并将训练集和测试集的样本分别随机置乱.

tanh(·)

identity(·)

该问题所用 RNN模型结构设置如下: 1) 输入

层输入时间步为 50, 输入向量维度为 5. 2) 隐藏层

时间步为 50, 神经元数为 50, 激活函数为 . 3)
输出层时间步为 50, 神经元数为 1, 激活函数为

. RNN模型权重参数采用高斯分布随机初

始化.

κ=1.5, λmax=0.9999, q0 = 10, µ0=7/8, ς1=

6, ς2 = 18, ξ = 10−15

η

α γ

β1 β2

ϵ 10−8 α η

γ=

0.000001 η=1 α=0.01, 0.1, 0.2, · · · ,
1 γ = 0.000001 α = 0.3

η = 0.1, 1, 2, · · · , 10

在收敛性能对比验证中, 各优化算法超参数设

置如下: RLS遗忘因子采用第 3.2节自适应方式,
其参数    

  , 鲁棒性实验中自适应参数与

此相同, RLS的比例因子  为 1, 协方差矩阵初始化

参数  为 0.3, 正则化因子  为 0.000001; SGD学习

率为 0.05; Momentum学习率为 0.05, 动量参数

0.8; Adam 学习率 0.001,    设为 0.9,    设为

0.999,   设为 . 在超参数  和  选取的鲁棒性

验证中 , 采用控制变量法进行测试 : 1) 固定  

 和  ,  依次选取  

 验证; 2) 固定   和  , 依次选取

 验证.

α η

α

α

η

η

α η

在上述设定下, 每一 Epoch均将训练集随机划

分成 28 个迷你批 , 批大小为 50. 每训练完一个

Epoch, 便从测试集中随机生成 50个迷你批进行测

试, 统计其均方误差 (mean square error, MSE). 实
验结果如图 2(c)、表 2和表 3所示. 由图 2(c)可知,
Adam在前期误差较大, 但是很快降低到 SGD与

Momentum的误差之下, Momentum则比 SGD稍

强一些, RLS则在迭代初期就几乎收敛. 表 2和表 3
记录了该实验取不同的  和  时在第 50 Epoch的

平均 MSE. 由表 2可知, 在不同  取值下, 实验结

果都比较接近 , 波动较小 , 这说明   的取值对于

RLS算法性能的影响较小. 由表 3可知, 当  取不

同值时, MSE值变化不大, 因此  对算法影响较小.
综上, RLS算法的  和  取值在本实验中也具有较

好的鲁棒性. 

4.4    北京市 PM2.5 污染预测

北京市 PM2.5污染预测问题的数据源自 2010
年 1月 1日至 2014年 12月 31日每小时的监测记

录. 每条记录由 PM2.5浓度、露点、摄氏温度、气压、

组合风向、累计风速、降雪量、降水量共 8个属性值

组成, 学习目标是能根据当前小时的监测记录预测

两个小时后的 PM2.5浓度值. 为了适应 RNNs学
习, 首先对风向数据按序编码, 然后对属性数值归

一化, 接着以连续 24小时为单位进行采样, 每次采

样生成一条 8维输入序列数据, 同时将该次采样后

推两个小时选取各小时的 PM2.5浓度值生成一条

对应的一维期望输出序列数据, 并取前 35 000条序

列数据为训练集, 后续 8 700条序列数据为测试集.
需要说明的是, 由于这一问题比较简单且训练集较

大, 所提算法和 Adam运行一个 Epoch基本即可收

敛, 为了更好地对各算法性能进行区分, 只取训练

集前 7 000条和测试集前 3 700条数据并分别随机

置乱进行训练和测试.

tanh(·)

identity(·)

该问题所用 RNN模型结构设置如下: 1) 输入

层输入时间步为 24, 输入向量维度为 8. 2) 隐藏层

时间步为 24, 神经元数为 50, 激活函数为 . 3)
输出层时间步为 24, 神经元数为 1, 激活函数为

. RNN模型权重参数的初始化按第 4.3节
方式同样处理.

κ = 2, λmax = 0.9999, q0 = 10, µ0 = 7/8, ς1 =

6, ς2 = 18 ξ = 10−15

η

α γ

β1 β2

ϵ 10−8 α η

γ =

0.000001 η=1 α=0.01, 0.1, 0.2, · · · , 1
γ = 0.000001 α = 0.4

η = 0.1, 1, 2, · · · , 10

在收敛性能对比验证中, 各优化算法超参数设

置如下: RLS遗忘因子采用第 3.2节自适应方式,
其参数   

  ,  , 鲁棒性实验中自适应参数与

此相同, RLS的比例因子  为 1, 协方差矩阵初始化

参数  为 0.4, 正则化因子  为 0.000001; SGD学习

率为 0.05; Momentum 学习率为 0.05, 动量参数

0.8; Adam 学习率 0.001,    设为 0.9,    设为

0.999,   设为 . 在超参数  和  选取的鲁棒性

验证中, 同样采用控制变量法进行测试: 1) 固定 

 和  ,  依次选取  

验证 ;  2) 固定   和  ,  依次选取

 验证.

α η

α

α η

1.50× 10−3 1.59× 10−3

α η

在上述设定下, 每一 Epoch均将训练集随机划

分成 140 个迷你批, 批大小为 50. 每训练完一个

Epoch, 便从测试集中随机生成 50个迷你批进行测

试, 统计其均方误差损失. 实验结果如图 2(d)、表 2
和表 3所示. 由图 2(d)可知, SGD、Momentum、

Adam 的损失初期均较大, 收敛速度较缓慢; 而
RLS的曲线几乎在第 1个 Epoch就收敛完成, 因此

其收敛速度要优于 3个对比优化算法. 表 2和表 3
记录了该实验取不同的   和   时在第 50 Epoch
的平均 MSE. 表 2中在取不同  时, 其 MSE上下

波动幅度较小, 且没有明显的变化趋势, 因此我们

认为  对算法性能影响较小. 由表 3可知, 对  取不

同值时, 其平均 MSE 在   到  

间波动, 整体来说浮动范围较小. 综上, RLS算法的

 和  取值都具有较好的鲁棒性. 

5    结论与展望

在 RNNs优化训练中, 现有一阶优化算法学习

速度较慢, 而二阶优化算法和以前的 RLS类型优化

算法时空复杂度又过高. 为此, 本文提出了一种新

的 RLS优化算法. 该算法吸收了深度学习中广为应
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用的迷你批训练学习模式, 在推导过程中我们将研

究重点放置在隐藏层和输出层的非激活线性输出

上, 通过等价梯度替换, 最终得到各层权重参数的

递归最小二乘解. 所提算法只需在 RNNs的隐藏层

和输出层各添加一个协方差矩阵, 解决了长期以来

RLS优化算法应用时需要为隐藏层和输出层的每

一神经元设置一个协方差矩阵的问题, 极大地降低

了时空复杂度, 使得 RLS可以适用于较大规模的

RNNs训练. 在此基础上, 采用遗忘因子自适应调

整和正则化技术对所提算法作了改进, 进一步提高

了所提算法的性能. 4组仿真实验表明, 所提算法在

收敛性能、稳定性以及超参数选取的鲁棒性等方面

均要明显优于主流一阶优化算法, 能够有效加快

RNNs 模型的训练速度, 降低超参数的选择难度.
此外, 在实验过程中我们还发现所提算法可缓解梯

度消失导致 RNNs无法训练的问题. 如何将本算法

扩展到 RNNs以外的其他深度学习网络以及如何

进一步降低所提算法的时空复杂度将是我们下一步

工作的重点.
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