
 

 

污水处理过程递推双线性子空间建模及无模型自适应控制
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摘    要   污水处理过程中, 生化反应硝态氮浓度和溶解氧浓度是决定出水水质好坏的两个最关键变量, 难以采用常规基于

模型的方法进行有效控制. 本文基于数据驱动建模与控制技术, 提出一种污水处理过程递推双线性子空间辨识 (Recursive
bilinear subspace identification, RBLSI)建模和无模型自适应控制方法. 首先, 针对污水处理过程的非线性时变动态特性,
采用最小二乘递推双线性子空间辨识方法建立污水处理生化反应过程具有参数自适应能力的递推双线性模型; 其次, 基于

建立的数据驱动模型, 采用基于多参数灵敏度分析 (Multi-parameter sensitivity analysis, MPSA)和遗传粒子群优化 (Ge-
netic algorithm-particle swarm optimization, GA-PSO)算法的无模型自适应控制 (Model-free adaptive control,
MFAC)方法对硝态氮和溶解氧浓度进行直接数据驱动控制; 最后, 数据实验及其比较分析表明了所提方法的有效性和优越性.
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Recursive Bilinear Subspace Modeling and Model-free Adaptive

Control of Wastewater Treatment
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Abstract   Conventional model-based approaches are unable to control the nitrate nitrogen concentration and dis-
solved oxygen concentration of biochemistry reaction effectively, which are the two most critical variables that de-
termine the quality of effluent in wastewater treatment process. In this paper, a recursive bilinear subspace identific-
ation (RBLSI) modeling and model-free adaptive control method for wastewater treatment based on data-driven
modeling and control technology was proposed. Firstly, according to the nonlinear time-varying dynamic character-
istics of wastewater treatment process, a recursive bilinear model with parameter adaptability for biochemical reac-
tion process of wastewater treatment was established by using the least square recursive bilinear subspace identifica-
tion method. Secondly, the model-free adaptive control (MFAC) method based on the multi-parameter sensitivity
analysis (MPSA) and genetic algorithm−particle swarm optimization (GA-PSO) algorithm was used to directly con-
trol the nitrate concentration and dissolved oxygen concentration in a data-driven mode based on the established
data-driven model. Finally, data experiments and comparative analysis show the effectiveness and superiority of the
proposed method.
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活性污泥法是目前使用最为广泛的污水处理方

法, 其工艺流程如图 1所示. 由污水管网收集的污

水首先经过格栅、洗砂间、初沉池等工序去除碎石、

砂子等固体悬浮物; 然后, 污水在生化池内通过厌

SNO, 2

DO, 5

DO, 5

KLa, 5 SNO, 2

Qa

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

氧反硝化作用和好氧硝化作用, 分解有机氮和氨氮,
去除大部分污染物; 最后, 经过生化反应处理的污

水在二沉池内进行二次沉淀, 进一步提高水质, 从
而排入收纳河道. 图 1所示污水处理过程中, 生化

池厌氧区第二单元硝态氮浓度  和好氧区第五

单元溶解氧浓度  是关乎出水质量优劣的最重

要过程变量[1−3]. 其中  受控于五区溶解氧转换

系数 ,   受控于由五区回流至二区的内回

流流量 , 因此它们之间有着较强的耦合性, 这在

一定程度上增加了   和   建模和控制的难

度. 同时, 由于生化反应过程的时变性、不确定性和

复杂性, 使得  和  的机理建模和基于模型
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的控制难以实现.

SNO, 2 DO, 5

目前, 针对难以建立机理和经验模型的复杂工

业过程, 数据驱动子空间辨识方法得到了越来越广

泛的应用[4−8]. 子空间辨识技术不需要系统的先验知

识, 可直接利用输入输出数据, 通过统计、优化和线

性代数的思想得到系统的动态模型, 可有效避免传

统建模过程代价昂贵、计算复杂、应用范围较窄的

缺点, 因而具有普遍的适用性和应用价值[9−10]. 目前,
子空间辨识在污水处理过程中的应用主要集中于离

线或线性子空间辨识建模[6, 11], 而污水生化反应过

程是一个典型的时变、非线性过程; 因此, 基于线性

子空间辨识的污水生化过程建模和控制效果存在一

定的局限性. 为此, 本文采用一种递推最小二乘双

线性子空间辨识方法, 建立污水生化池  和 

的具有参数自适应能力的数据驱动递推双线性模型,
以更好地捕捉污水处理过程的非线性时变动态特性.

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

近年来, 针对污水处理过程  和  的控

制问题, 基于数据驱动的控制策略引起了广泛关注,
如基于数据驱动的自适应神经网络控制[12]、模糊神

经网络控制[13−14], 神经网络模型预测控制[15−16] 等. 这
些方法虽然可以在不使用精确数学模型的条件下实

现  和  的自适应控制, 但污水生化反应过

程的模糊规则建立困难, 神经网络模型则需要大量

的污水运行数据进行训练. 此外, 预测控制在每一

时刻都要求解一个非线性约束优化问题, 计算成本

较高. 同时, 上述算法控制器的设计依赖于模糊规

则或神经网络训练模型, 因此基于模型的控制器设

计中的未建模动态等问题依然存在. 其他在实际系

统中应用较好的数据驱动控制和自适应控制方法,
如文献 [17]事件驱动下的自学习最优调节控制和

文献 [18]自适应非线性鲁棒控制, 同样存在未建模

动态等与上述方法中相同的问题. 在这种背景下,
针对污水处理过程研究直接数据驱动控制的无模型

自适应控制 (Model-free adaptive control, MFAC)
具有十分重要的意义. MFAC于 1994年由侯忠生

教授首次提出[19], 并在后期不断发展和完善[20−25], 现
已形成一套新的针对非线性动态系统的控制理论与

方法. MFAC利用非线性系统的输入输出数据以及

动态线性化技术 [26], 在受控系统的每个工作点处,
建立虚拟动态线性化数据模型, 然后基于此虚拟模

型设计加权一步向前控制器. 整个控制器设计过程

仅依靠输入输出数据和动态线性化技术, 不需要过

程先验知识和系统模型的参与, 且控制器结构简单、

计算方便, 可有效解决未建模动态问题.

SNO, 2 DO, 5

综上所述, 本文针对污水处理过程难以机理建

模和直接数据驱动控制的问题, 采用一种改进的

MFAC方法, 研究污水处理过程  和  的直

接数据驱动控制. 由于 MFAC控制器待调参数众

多, 且参数的取值直接影响控制系统的性能指标,
为改善MFAC控制器参数的调整效率, 提高MFAC
控制器性能, 采用基于蒙特卡罗 (Monte Carlo)实
验的多参数灵敏度分析 (Multi-parameter sensitiv-
ity analysis, MPSA)和遗传粒子群优化 (Genetic
algorithm−particle swarm optimization, GA-
PSO)方法整定控制器待调参数, 对常规MFAC方

法进行改进, 完成的主要工作如下:

SNO, 2 DO, 5

1) 由于在控制器参数的整定过程中, 需要基于

污水处理过程做数千次Monte Carlo实验和数百次

优化计算, 而基于实际污水处理系统的参数整定实

验代价高昂, BSM1 (Benchmark simulation mod-
el No.1)标准模型[27] 运行又较为复杂. 因此, 利用

一种递推双线性子空间辨识 (Recursive bilinear
subspace identification, RBLSI)方法, 建立污水处

理过程  和  的 RBLSI模型, 与递推线性

子空间辨识 (Recursive linear subspace identifica-
tion, RLSI)的模型测试效果对比后, 选择效果更优
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图 1    污水处理工艺流程图

Fig. 1    Wastewater treatment process
 

1748 自       动       化       学       报 48 卷



的 RBLSI模型作为MFAC控制器参数整定的被控

对象模型.

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2

DO, 5 SNO, 2 DO, 5

2) 采用紧格式动态线性化无模型自适应控制

(Compact form dynamic linearization MFAC,
CFDL-MFAC)的方法, 设计  和  的 CF-
DL-MFAC加权一步向前控制器 ;  基于   和

 的递推双线性子空间模型, 开展  和 

的 CFDL-MFAC控制器待调参数灵敏度分析的

Monte Carlo实验, 并采用MPSA方法, 依据实验

结果选出控制器的敏感参数.
3) 为不敏感参数取适当的值, 以敏感参数为优

化变量, 采用 GA-PSO优化算法, 做 CFDL-MFAC
控制器敏感参数的优化整定实验.

SNO, 2 DO, 5

4) 将控制器参数整定的结果作用于 CFDL-
MFAC控制器, 开展污水处理过程  和  的

设定值跟踪和干扰抑制的控制实验研究, 以充分验

证所提方法的有效性和先进性.

Qa KLa, 5 SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

本文基于多参数灵敏度分析 (MPSA)和遗传

粒子群优化 (GA-PSO)算法的无模型自适应控制

(MFAC)方法在硝态氮和溶解氧浓度的控制中具

有以下优势. 首先, 控制器的设计仅需污水系统的

 和  数据以及  和  数据, 不需要污

水系统的模型信息, 可避免传统的未建模动态问题

的存在, 非常适用于污水处理系统的实际应用. 其
次, 本文算法控制器结构简单、计算量小、控制器设

计不需精确的污水模型, 控制器计算成本较低. 最
后, 本文方法可实现带有参数变化的非线性污水处

理系统  和  浓度的直接数据驱动控制. 因
此, 本文方法无论在污水处理的理论研究方面还是

实际应用方面都具有重要意义. 

SNO, 2 DO, 51       和   的递推双线性子空间建模

SNO, 2 DO, 5

为更加精确地描述污水处理过程的非线性时变

动态特性, 为后期 CFDL-MFAC控制器参数灵敏

度分析的Monte Carlo实验和优化整定实验做好模

型准备, 首先采用带有遗忘因子的递推最小二乘技

术, 改进常规双线性子空间辨识方法 [ 2 8−29 ], 建立

 和  的 RBLSI模型, 并与文献 [7]中递推

线性子空间辨识 (RLSI)建模方法做模型测试对比,
根据两种方法的模型测试结果及其对比分析, 选择

效果更好的 RBLSI 模型作为控制器参数 Monte
Carlo实验和优化整定实验的被控对象模型, 具体

过程如下. 

1.1    基于最小二乘的递推双线性子空间辨识建模
 

1.1.1    递推双线性子空间辨识矩阵构造

用如下形式的 MIMO双线性系统描述污水处

SNO, 2 DO, 5理生化池内  和  的变化过程:

xk+1 = Axk +Nuk ⊗ xk +Buk +Kek (1)

yk = Cxk +Duk + ek (2)

uk ∈ Rm yk ∈ Rl xk ∈ Rn

ek uk

E[ep, eq] = Sδpq > 0 A

B C D K N ∈
Rn×nm ⊗

式中,  ,  ,   分别表示系统的

输入、输出和状态向量,   表示独立于输入  的零

均值白噪声序列, 其方差  .  ,

,    ,    ,     为具有适当维数的系统矩阵 ,    

 表示系统的双线性特性矩阵,   表示克罗内

克 (Kronecker)积.
uk

uk ⊗ xk

将式 (2)中  代入式 (1), 通过化简, 可将式 (1)
中  项转化为输入和输入以及输入和输出向

量之间的 Kronecker积, 由此得到如下具有线性系

统结构形式的双线性系统状态空间方程:

xk+1 = Axk + B̃ũk + K̃ek (3)

yk = Cxk +Duk + ek (4)

B̃=[B NP −NQ] K̃=[K −Nuk ⊗ C†], P =

diag
{
C†, · · · , C†︸ ︷︷ ︸

m个分块

}
Q = diag

{
C†D, · · · , C†D︸ ︷︷ ︸

m个分块

}
C† C ũk =[

uT
k (uk ⊗ yk)

T (uk ⊗ uk)
T]T

式中,  ,     

  和    

表示两个分块对角阵,   代表  的伪逆矩阵,  

 表示广义输入向量.

{A, B̃} {A, C}

由于式 (3)和式 (4)与线性状态空间模型有着

相同的结构形式, 因此线性系统子空间辨识的一些

原理也可应用于双线性系统 (3)和 (4)的辨识. 假
定  能观,   能控, 在不考虑噪声影响前

提下, 将式 (4)代入式 (3), 通过对输出变量的前向

迭代. 可得类似于线性系统子空间辨识中的矩阵输

入输出方程

Yp = ΓiXp + H̃d
i Ũp +Hd

i Up (5)

Yf = ΓiXf + H̃d
i Ũf +Hd

i Uf (6)

Xf = AiXp +∆iŨp (7)

Up Uf式中,   和  分别表示过去和当前时刻的输入汉

克 (Hankel)矩阵,

Up =


u0 u1 · · · uj−1

u1 u2 · · · uj

...
...

. . .
...

ui−1 ui · · · ui+j−2



Uf =


ui ui+1 · · · ui+j−1

ui+1 ui+2 · · · ui+j

...
...

. . .
...

u2i−1 u2i · · · u2i+j−2


Yp Yf  和  分别表示过去和当前时刻的输出Hankel

7 期 张帅等: 污水处理过程递推双线性子空间建模及无模型自适应控制 1749



Up Uf Ũp Ũf

Up Uf Up Uf

uk (k = 0, · · · , 2i+ j − 2)

ũk (k = 0, · · · , 2i+ j − 2)

Ũp Ũf Xp Xf

矩阵, 其定义与上述  和  的定义相似.   和 

分别代表过去时刻和当前时刻的广义输入 Hankel
矩阵, 其定义类似于  和  的定义, 只需将  和 

中的输入向量  替换为式 (3)
中定义的广义输入向量 ,
便可得到  和 .  ,   分别表示过去和当前时

刻的子空间状态矩阵, 其定义分别为

Xp =
[
x0 x1 · · · xj−1

]
(8)

Xf =
[
xi xi+1 · · · xi+j−1

]
(9)

Γi ∆i ,   分别表示广义能观和广义能控矩阵, 其
定义分别为

Γi =
[
CT (CA)

T · · · (CAi−1)
T
]T

∆i =
[
Ai−1B̃ Ai−2B̃ · · · B̃

]
H̃d

i Hd
i ,   分别代表分块下三角 Toeplitz矩阵和

一个分块对角阵, 其定义分别为

H̃d
i =


0 0 0 · · · 0

CB̃ 0 0 · · · 0

CAB̃ CB̃ 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

CAi−2B̃ CAi−3B̃ CAi−4B̃ · · · 0



Hd
i =


D 0 0 · · · 0
0 D 0 · · · 0
0 0 D · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · D


 

1.1.2    递推参数矩阵求解

Yf

Yf

将式 (5)和式 (7)代入式 (6), 在忽略噪声影响

的情况下, 系统当前输出  的行空间等价于过去输

入输出 Hankel矩阵、当前输入 Hankel矩阵以及过

去和当前广义输入 Hankel矩阵行空间的组合, 由
此得到系统输出  的预测方程为

Ŷf = LpWp + LuUf + L̃uW̃u (10)

Ŷf Yf Lp Lu L̃u式中,   表示  的预测,  ,  ,   为具有适当

维数的输入输出参数矩阵, 其具体形式为

Lp = Γi
[
−AiΓ†

iH
d
i AiΓ†

i

]
Lu = Hd

i

L̃u =
[
Γi∆i − ΓiA

iΓ†
iHi H̃d

i

]
Wp =

[
UT
p Y T

p

]T
W̃u = [ŨT

p ŨT
f ]

T

  表示由过去输入输出 Hankel矩阵

组成的分块矩阵,   表示由过去和当

前广义输入 Hankel矩阵组成的分块矩阵.

Lp Lu L̃u L̂p L̂u
ˆ̃Lu

为充分利用输入输出数据, 建立具有参数自适

应能力的递推双线性子空间输入输出模型, 引入具

有遗忘因子的递推最小二乘求解式 (10)中的时变

参数矩阵  ,    和   的估计值  ,    和  , 具

体递推求解过程为

L̂k+1 = L̂k + gk+1

(
yT
k+1 −φT

k+1L̂k

)
(11)

gk+1 = Pkφk+1

(
λ+φT

k+1Pkφk+1

)−1
(12)

Pk+1 =
1

λ

(
I − gk+1φ

T
k+1

)
Pk (13)

L̂k = [L̂p L̂u
ˆ̃Lu]

T
k k φk =

[wT
p uT

f w̃T
u]k k gk

Pk λ

∼

式中,   为  时刻参数矩阵,  

 为  时刻数据向量,   代表增益向量,

 表示协方差矩阵,    为遗忘因子. 通过递推式

(11)  (13)即可得到如下具有参数自适应能力的

RBLSI预测模型:

ŷf = L̂pwp + L̂uuf + ˆ̃Luw̃u (14)
 

SNO, 2 DO, 51.2      和  的递推双线性子空间模型

SNO, 2 DO, 5 Qa

KLa, 5 u1 = Qa,

u2 = KLa, 5 u = [u1 u2]
T

SNO, 2 DO, 5

y1 = SNO, 2 y2 = DO, 5 y = [y1 y2]
T

x u y

SNO, 2 DO, 5

将第 1.1节所述 RBLSI方法应用于污水处理

过程  和  的建模, 以内回流流量  和五区

溶解氧转换系数   为控制变量 ,  即    

,    ,  以   和   为被控

变量, 即 ,  ,  , 状态

向量  是输入数据  和输出数据  子空间矩阵的非

线性组合, 可由式 (5)和式 (7)求得. 基于污水处理

数据, 建立  和  的递推双线性子空间模型,
并与文献 [7]中递推线性子空间辨识 (RLSI)建模方

法做模型测试对比.

SNO, 2 DO, 5

实验共使用实际污水处理数据 550 个, 其中

400个为建模训练用数据, 150个为模型测试用数

据. 由本文 RBLSI 方法得到最终的   和  

预测模型结构如式 (14)所示, 基于最新一组数据得

到的子空间参数矩阵为

Lp =

[
−0.6477 0.8154 0.6729 −0.9048
0.0606 −0.2332 0.2766 1.6796

]

L̃u =

[
−0.2018 0.1262 · · · 0.0630
−0.2097 −0.0054 · · · 0.0489

]
2×8

Lu =

[
−0.5681 0.4241
−0.5172 −1.9367

]
ŷf = L̂wwp + L̂uuf (15)

SNO, 2 DO, 5由文献 [7]算法得到的  和  预测模型

结构如式 (15)所示, 基于最新一组数据得到的子空
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间参数矩阵为

Lw =

[
−0.6790 0.8667 0.6898 −0.5524
0.0229 −0.1952 0.3680 2.0132

]

Lu =

[
−0.5884 0.5117
−0.5343 −1.9177

]

ˆ̃Luw̃u

与式 (14)描述的 RBLSI模型相比, 式 (15)描
述的 RLSI 模型在结构上缺少了   这一部分,

即未考虑到输入、输出数据向量的 Kronecker积对

输出预测的影响, 对输入、输出数据的利用不充分,
因此其预测效果相对于 RBLSI模型来说具有一定

的保守性.
由预测模型表达式 (14)和式 (15), 基于污水数

据可得到两种算法的模型测试曲线, 如图 2所示.
由两种算法实际的预测误差, 通过核心平滑密度估

计技术, 可得到两种算法预测误差的概率密度函数

(Probability density function, PDF)形状曲线, 如
图 3所示. 图 3曲线服从高斯分布, 使用数据拟合

工具, 通过核密度估计技术和高斯拟合算法, 可得

到文献 [7]的 RLSI算法和本文 RBLSI算法预测误

差的 PDF表达式, 分别如式 (16), (17)和式 (18),
(19)所示.

fpdf1(ex)=17.71×e−(
ex−0.002353

0.02997 )
2

+1.942×e−(
ex−0.05111

0.0113 )
2

(16)

fpdf2(ex) = − 37 010× e−(
ex+0.003448

0.01002 )
2

+

37 050× e−(
ex+0.003444

0.01003 )
2

(17)

fpdf3(ex)= 32.13×e−(
ex−0.007
0.0091 )

2

+7.82×e−(
ex+0.001583

0.003954 )
2

+

5.361×e−(
ex+0.001848

0.03417 )
2

+11.06×e−(
ex+0.006439

0.005616 )
2

(18)

fpdf4(ex) = 78.04× e−(
ex−0.00147
0.003166 )

2

+

35.35×e−(
ex+0.00129
0.008168 )

2

+15.46×e−(
ex+0.003127

0.002181 )
2

(19)

ex fpdf(ex)式中,   代表相应变量的预测误差,   表示对

应该误差的概率.

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

通过对比分析两种算法的模型测试效果 (图 2)、
预测误差 PDF 形状 (图 3) 及测试均方根误差

(Root mean square error, RMSE) (表 1)可知, 在
对  和  的预测过程中, 本文 RBLSI算法

具有更加接近于真实值的预测输出、形状更好的预

测误差 PDF曲线以及数值更小的测试均方根误差,
因而能够更加精确地描述   和   的变化过

程. 所以, 最终选择 RBLSI模型作为 CFDL-MFAC
控制器参数灵敏度分析和优化整定实验的被控对象

模型. 

SNO, 2 DO, 52       和   的 CFDL-MFAC 控制

SNO, 2 DO, 5

本节首先给出了 CFDL-MFAC控制器的设计

方法, 设计了  和  的 CFDL-MFAC控制

器. 其次, 为提高控制器参数调整效率, 基于 1.2节

建立的 RBLSI模型, 详细介绍了采用MPSA方法

对 CFDL-MFAC控制器参数做Monte Carlo实验,

并依据实验结果选择灵敏参数的过程. 最后, 描述

 
表 1    不同算法的 RMSE比较

Table 1    Comparison of RMSE based on
different algorithms

算法 (SNO, 2)RMSE  (DO, 5)RMSE  

RBLSI 0.0165 0.0046

RLSI 0.0211 0.0085
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SNO, 2 DO, 5图 2    不同算法  和  的模型预测效果

SNO, 2 DO, 5Fig. 2    Model prediction effects of    and    with
different algorithms
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SNO, 2 DO, 5图 3    不同算法  和  的预测误差 PDF曲线

SNO, 2 DO, 5Fig. 3    Error PDF shapes of    and  
prediction with different algorithms
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SNO, 2 DO, 5

Φ(k) Φ(0)

Φ(k)

了采用 GA-PSO方法对控制器灵敏参数做优化整

定, 并利用整定好的参数对  和  浓度进行

跟踪控制的过程, 整个系统的控制框图如图 4所示.
图 4中, ① 表示输出信号流, ② 表示输入信号流,
③ 表示 CFDL-MFAC控制器参数更新信号流, 其
中包含伪雅可比矩阵  的初值 , ④ 表示伪

雅可比矩阵  更新信号流. 

2.1    CFDL-MFAC 控制器设计

SNO, 2 DO, 5假设污水处理  和  控制过程的离散非

线性输入输出方程为

y(k + 1) = f(y(k), · · · , y(k − ny),

u(k), · · · , u(k − nu)) (20)

yk ∈ Rl SNO, 2 DO, 5 uk ∈ Rm

Qa Ka, 5 ny nu

f(·)

式中,  , 代表被控输出  和 ,  
代表控制输入  和 ,   、  分别表示系统输

出和输入阶次,   表示一个未知非线性向量函数. 

2.1.1    紧格式动态线性化 (CFDL)

SNO, 2 DO, 5由文献 [20, 25]可知,   和  的 CFDL-
MFAC控制器的设计需要满足如下两个假设.

f(·)
u(k)

假设 1[20, 25]. 系统 (20)中的非线性函数  对

输入  存在连续偏导数.

k ∥∆u(k)∥ = ∥u(k)− u(k − 1)∥ ̸=
0 ∥∆y(k + 1)∥ = ∥y(k + 1)− y(k)∥ ≤ b ∥∆u(k)∥
b

假设 2[20, 25]. 系统 (20)满足广义 Lipschitz条件,
即在任意时刻 , 若 

, 则  ,
 是一个大于零的常数.

SNO, 2 DO, 5 Qa

上述假设条件分别是对常规非线性控制系统设

计和被控输出变化率的典型约束, 对实际污水处理

系统来说, 由于它满足能量守恒定律, 有限范围内

的输入变化必然引起有限范围内的输出变化. 因此,
任意两个时刻  和  的输出变化量与  和

Ka, 5 的控制变化量之间, 一定存在有界的系数关系.
故污水处理系统满足假设 1和假设 2, 由此可得如

下引理.
SNO, 2 DO, 5

k,

∥∆u(k)∥ ̸= 0

Φc(k)

引理 1[20, 25]. 对  和  非线性控制系统

(20), 若满足假设 1 和假设 2, 且在任意时刻  

, 则存在一个伪雅克比矩阵 (Pseudo
Jacobian matrix, PJM) , 可将系统 (20)化为

一种如下形式的虚拟 CFDL模型:

∆y(k + 1) = Φc(k)∆u(k) (21)

Φc(k) ∈ Rl×m式中,   是一个时变、有界的参数矩阵.
 

2.1.2    控制器推导与伪雅可比矩阵 (PJM) 的估计

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

控制系统的首要目标是要控制  和  的

浓度跟随其设定值, 保证污水处理系统的顺利运行,
提高出水水质; 同时, 考虑到如果相邻两个时刻控

制增量过大会引起系统输入剧烈跳变, 增加执行机

构的负担, 因此, 以  和  跟踪误差的二范

数以及控制增量的加权二范数作为控制器推导的目

标函数.

J(u(k)) = ∥yr(k + 1)− y(k)∥2 +λ ∥∆u(k)∥2 (22)

yr SNO, 2 DO, 5 λ

λ > 0

式中,   表示系统输出  和  的目标值,  
为权重因子,  .

u(k) SNO, 2 DO, 5

将虚拟模型 (21)代入目标函数 (22), 并对输入

 求偏导, 令其偏导数为零, 得到   和  

的加权一步向前控制器

u(k) = u(k − 1) +
ρΦT

c (k)(yr(k + 1)− y(k))

λ+ ∥Φc(k)∥2
(23)

ρ

0 < ρ ≤ 1

式中 ,     代表为避免求逆运算引入的步长因子 ,
.

由控制器 (23)可知, CFDL-MFAC算法的实

 

MFAC
控制器

递推双线
性子空间
辨识

污水处
理系统

灵敏参数
遗传粒子
群优化

灵敏度
分析

所有控制
器参数

模型参数
灵敏参数

−

+y*(k + 1)

u(k − 1)

Δy(k)
Δu(k − 1)

Φ

z−1

估计器
微分器

微分器

控制器参数调整器

ˆ

数据获取

硝态氮和溶
解氧输出控制输入u(k)

①
②

③

 

④

y(k)

c(k)

 

图 4    控制系统框图

Fig. 4    The control flow chart
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Φc(k), Φc(k)

SNO, 2 DO, 5

Φc(k)

Φc(k)

现依赖于伪雅可比矩阵   而  是一个未知、

时变的参数矩阵, 因此需要利用  和  控制

系统的输入输出数据对  进行实时估计. 考虑

如下  估计的目标函数:

J(Φ̂c(k)) = ∥∆y(k)− Φc(k)∆u(k − 1)∥2 +

µ
∥∥∥Φc(k)− Φ̂c(k − 1)

∥∥∥2 (24)

Φ̂c(k) Φc(k) Φ̂c(k − 1) Φc(k − 1)

µ µ > 0

   表示   的估计,    表示 

的估计,   表示权重因子,  .
Φc(k)

Φc(k)

对目标函数 (24) ,  关于   求极值 ,  得到

 的估计式为

Φ̂c(k)= Φ̂c(k − 1) +

η(∆y(k)−Φ̂c(k−1)∆u(k−1))∆uT(k−1)

µ+ ∥∆u(k − 1)∥2
(25)

0 < η ≤ 2式中,    表示为避免求逆运算引入的步长

因子.
SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

由于   和   模型是一个典型的时变系

统, 参数变化较大, 为了使伪雅克比矩阵的估计式 (25)
能够更好地跟踪   和   控制系统的时变参

数, 引入以下算法重置机制:

ϕ̂ii(k) = ϕ̂ii(1), 若
∣∣∣ϕ̂ii(k)

∣∣∣ < b2 或
∣∣∣ϕ̂ii(k)

∣∣∣ > αb2

或 sign(ϕ̂ii(k)) ̸=sign(ϕ̂ii(1)), i ̸=j

ϕ̂ij(k) = ϕ̂ij(1), 若
∣∣∣ϕ̂ij(k)

∣∣∣ > b1

或 sign(ϕ̂ij(k)) ̸=sign(ϕ̂ij(1)), i ̸=j
(26)

ϕ̂ij(k), i = 1, · · · , l, j = 1, · · · , m, Φ̂c(k)

ϕ̂ij(1) ϕ̂ij(k) sign(·)
α b1 b2 α ≥ 1 b2 > b1(2α+ 1)(m− 1)

式中,    表示  

的元素,   为  的初值,   表示符号函数,

常数 ,  ,    满足  ,  .
SNO, 2

DO, 5

t0,

O(t0)

t1, P,

O(P × t1)

t0

t1

至此, 式 (23), (25) 和式 (26) 组成   和

 控制系统的 CFDL-MFAC控制方法. 其稳定

性的证明与文献 [20, 25]中基本相同, 此处不再赘

述. 假设 CFDL-MFAC控制器求解时间为   则该

算法控制时间复杂度为 . 而对基于神经网络模

型的预测控制而言, 若求解非线性约束优化问题时

间为    预测时域为    则其控制时间复杂度为

. 此外, 预测控制中非线性约束优化问题

一般采用 SQP 方法求解, 需要一个基于变尺度法

的迭代过程, 而本文算法控制量求解仅需简单的矩

阵运算即可, 因此其控制量求解时间  要小于非线

性约束优化问题的求解时间 , 这在第 3.2节实验

结果所得的控制量平均求解时间上也得到了验证.
因此本文 CFDL-MFAC算法控制环节的时间复杂

度要低于基于神经网络的模型预测控制. 

2.2    CFDL-MFAC 控制器灵敏参数的选择和遗

传−粒子群优化整定

SNO, 2 DO, 5由第 2.1.2节可知,   和  控制系统的

CFDL-MFAC控制算法共有包含 PJM初值在内

的 11个待调参数, 而且并没有MFAC算法应用于

实际污水处理过程的先例, 参数的选取毫无经验可

循, 这给控制器参数调整带来极大的不便. 为此, 引
入 CFDL-MFAC控制器参数的灵敏性分析算法和

参数优化整定算法, 对常规 CFDL-MFAC算法进

行改进. 首先, 采用文献 [30]所描述的MPSA算法,
分析 CFDL-MFAC控制器参数的灵敏度, 根据每

个参数的累计频率曲线分离程度 (Degree of separ-
ation, DS)选出对控制器性能较为敏感的参数, 以
降低参数优化的复杂度; 然后, 采用 GA-PSO算法

对敏感参数做优化整定, 得到灵敏控制器参数的优

化解; 有效改善了控制器参数的调整效率, 提升了

控制器的性能. 

2.2.1    CFDL-MFAC 控制器参数灵敏度分析

SNO, 2 DO, 5

N

T SNO, 2

DO, 5

为选出 CFDL-MFAC控制器的灵敏参数, 以
第 2.1 节 CFDL-MFAC 控制算法控制第 1.2 节

 和  递推双线性系统, 以满足控制器参数

范围的  组服从均匀分布的随机参数集驱动 CF-
DL-MFAC 控制器, 将控制时长为   的   和

 的累计跟踪误差平方和作为损失函数指标, 在
该损失函数的基础上, 做Monte Carlo实验.

损失函数的计算式为

fitl(para) =

T∑
k=1

(ȳ(k)− yr(k))
T(ȳ(k)− yr(k)) (27)

para = (λ, µ, η, ρ, b1, b2, α, ϕii(0), ϕij(0))
ȳ(k)

SNO, 2 DO, 5 yr(k)

T para

式中,    表

示控制器的待调参数,   表示在控制器 (23)作
用下   和   递推双线性系统的输出,   
表示的设定值,   表示控制时长. 待调参数  中

各控制器参数的约束范围依次为

λ > 0, µ > 0, 0 < η ≤ 2, 0 < ρ ≤ 1, |ϕij(0)| ≤ b1,

b2 > b1(2α+ 1)(m− 1), b2 ≤ |ϕii(0)| ≤ αb2
(28)

N依据式 (27)计算得到的  个损失函数值的数

值大小, 将其对应的参数集分为可接受参数集和不

可接受参数集. 考察每个参数在两个参数集中的分

布情况, 若某个参数在两个参数集中分布情况相同,
则该参数为不灵敏参数, 反之, 该参数是灵敏的. 具
体过程如下.

cfj按式 (29)计算某参数的累计频率 
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cfj =
j∑

i=1, i≤j

vi
N

(29)

vi i其中,   表示第  个参数值在其对应的参数集中出

现的频数.

DS

绘制每个参数的累计频率曲线, 按下式计算其

分离程度 :

DS = 1−

N∑
i=1

(
af̆i − rfi

)2
N∑
i=1

(
rfi − af̄i

)2 (30)

af̆i rfi

af̄i

式中,  ,   分别代表可接受和不可接受参数集

对应参数的累计频率值,   表示可接受参数集相

应参数累计频率值的均值. 对某个参数而言, DS越
大表示该参数越不灵敏, DS 越小, 则该参数越灵

敏, 由此可选出 CFDL-MFAC控制器的灵敏参数. 

2.2.2    CFDL-MFAC 控制器灵敏参数的 GA-PSO
优化

以式 (31)为适应度函数, 对控制器的灵敏参数

进行 GA-PSO优化整定

fit(para) =

T∑
k=1

(ȳ(k)− yr(k))
T
(ȳ(k)− yr(k)) +

K1

(
4∑

i=1

g(pi)+g(2−p3)+g(1− p4)

)
+

K2g(p6 − p5(2p7 + 1)(m− 1))+

K3

m∑
i=1

(g(|ϕii(0)| − p6)+

g(p6p7 − |ϕii(0)|)+
l∑

j=1, j ̸=i

g(p5 − |ϕij(0)|)) (31)

pi (i = 1, · · · , 7) para

g(·) g(pi)|pi>0 = 0

g(pi)|pi≤0 = 1 K1 K2 K3

式中,    分别对应   中的前 7 个
控制器参数,   为分段函数, 满足  ,

;  ,   和  为控制器参数的约束

惩罚系数, 其作用就是在任一参数不满足约束条件

时, 在适应度函数值上增加一个较大的惩罚值, 使
该参数对应的优化解不能进入最优解空间, 将式

(27)和式 (28)组合而成的灵敏控制器参数的约束

优化问题转化为无约束优化问题, 使优化过程更加

简便. 需要指出的是, 在优化之前需根据灵敏度分

析结果, 将适应度函数 (31)中不灵敏参数变量取为

适当的固定值, 并去除其对应的约束惩罚项.
虽然常用智能优化算法粒子群和遗传算法均可

应用于目标函数 (31)的优化求解, 但由于单一粒子

群优化 (Particle swarm optimization, PSO)算法[31−32]

和遗传算法 (Genetic algorithm, GA)[33−34] 易陷入早

熟收敛和局部最优, 为提高控制器参数优化的收敛

速度和优化精度, 将两种算法相结合, 采用收敛速

度更快、优化精度更高的 GA-PSO混合优化算法,
对敏感控制器参数做优化整定. GA-PSO算法首先

使用 GA对适应度函数进行遗传优化, 在达到设定

精度或优化指定代数之后, 将得到的最优种群作为

后续 PSO算法的初始种群; 然后, 以 PSO算法继

续寻优, 直到满足终止条件, 此时得到的最优解为

控制器参数最优值. 此算法继承了 GA染色体变异

的特点和 PSO算法粒子具有记忆功能的特点, 可
有效提升算法搜索能力和收敛速度. 单独 GA 和

PSO算法的迭代过程可分别参考文献 [33−34]和文

献 [31−32], GA-PSO混合优化算法的具体实现步

骤如下.
算法 1. GA-PSO混合优化算法

步骤 1. 初始化 GA-PSO算法的参数.
步骤 2. 对灵敏控制器参数变量进行实数编码.
步骤 3. 根据式 (31)选择染色体, 并对染色体

进行交叉和变异操作.
步骤 4. 判断是否达到指定代数或优化精度, 若

未达到, 返回步骤 2; 若达到, 则将得到的最优种群

作为 PSO的初始化粒子种群.
步骤 5. 计算粒子群适应度值, 并作出评价.
步骤 6. 更新粒子的位置和速度.
步骤 7. 判断是否达到终止条件, 若未达到, 返

回步骤 5; 若达到, 则即得到最优控制器参数. 

3    数据实验分析

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

由于第 1.2节中已经完成  和  的递推

双线性子空间建模实验, 这里只需在第 1.2节所建

立的   和   递推双线性子空间模型的基础

上, 完成  和  控制过程的 CFDL-MFAC
控制器参数敏感性分析实验和敏感参数优化整定实

验, 然后对参数优化整定后的 CFDL-MFAC控制

器做性能分析实验即可. 本文采用戴尔台式电脑

XPS 8930进行实验, 其 CPU为: i7-8700 (6核), 内
存: 16 GB, 显卡: NVIDIA GTX1070 (独立 8 GB),
操作系统为 win10 64位家庭中文版, 实验时采用软

件为MATLAB 2016b. 

3.1    CFDL-MFAC 控制器参数灵敏度分析和优化

整定实验

SNO, 2 DO, 5

基于污水处理数据, 按照第 2.2.1节中所述的

参数灵敏度分析方法, 做  和  的CFDL-MFAC
控制器参数灵敏度分析实验, Monte Carlo实验的
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N

∼

∼

次数  取 5 000, 得到的参数累计频率分布情况如

图 5所示, 其中实线对应某参数在可接受参数集内

的累计频率分布情况, 虚线对应不可接受参数集内

的累计频率分布情况. 由图 5可知, 控制器参数 (8) 
(11)在两个参数集内的累计频率分布曲线差别较

大, 其余控制器参数在两个参数集内的分布曲线形

状较为接近, 由此可初步判断控制器参数 (8)  (11)
比较灵敏.

ϕ11(0)

ϕ12(0) ϕ21(0) ϕ22(0)

用式 (30)计算图 5中各参数累计频率曲线的

分离程度 DS, 依据计算结果分析各参数的灵敏情

况, 并为不灵敏的参数取值. 灵敏度分析结果如表 2
所示, 由表中第 4列可选出对应 DS值较小的参数

作为 CFDL-MFAC控制器的灵敏参数, 即 ,
,  ,  , 同时对不灵敏的参数给出固

定值, 如表 2第 5列. 以式 (31)为适应度函数, 分
别按第 2.2.2节的 GA-PSO混合优化算法、文献 [33]
中的 GA和文献 [31]中的惯性权重线性递减 PSO
算法对灵敏参数做优化整定实验. GA-PSO算法的

参数设置如表 3所示, 终止条件为连续 180次迭代

适应度值误差不超过 0.002, 或达到最大迭代次数

300, 则终止迭代. GA和惯性权重线性递减 PSO
算法的最大迭代次数均为 300, 其他参数值与表 3
中对应参数相同.

fitopt =

2.100

fitopt = 2.181

图 6给出了混合 GA-PSO优化过程、GA优化

过程和 PSO优化过程的收敛曲线. 由图 6可知, 所
提 CFDL-MFAC控制器灵敏参数的 GA-PSO优化

终止于第 281 次迭代 ,  最优适应度值为  

. 而 GA优化至最大迭代次数 300时, 最优适

应度值为 , 且算法仍未收敛. PSO优

fitopt =

2.114

ϕ11(0)=0.0835

ϕ12(0)=−0.3469, ϕ21(0)=−0.6992, ϕ22(0)=−0.0467

化终止于第 300 次迭代, 最优适应度值为  

. 由此可见, 在 CFDL-MFAC控制器灵敏参

数的优化过程中, GA-PSO算法无论在收敛速度还

是优化精度上都要优于单独的 GA算法和 PSO算

法, 因此, 最终 CFDL-MFAC的敏感控制器参数的

最优解为GA-PSO算法的优化结果:  ,
    . 

3.2    CFDL-MFAC 控制器性能分析实验

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2

DO, 5 yr(k)

SNO, 2 DO, 5 yr(k)

采用控制器参数优化整定后的 CFDL-MFAC
控制器对污水处理过程  和  的设定值做跟

踪控制实验, 实验采样间隔为 0.25 h, 实验控制时

长为 62.5 h. 实验中, 以跳变的阶跃信号作为 

和  的跟踪目标 , 以幅值为 0.02的随机白

噪声序列描述污水处理过程存在的噪声. 同时, 为
考察改进 CFDL-MFAC控制器针对不同类型扰动

的鲁棒性, 在系统输出端分别施加幅值为 0.1、周期

为 30 h的方波扰动和幅值为 0.15、周期为 60 h的

正弦扰动, 做 CFDL-MFAC控制器的抗扰性分析

实验. 实验时, 方波扰动和正弦扰动在初始时刻即

施加于系统  和  的输出值. 跟踪目标 

 
表 2    CFDL-MFAC控制器参数灵敏度分析结果

Table 2    Sensitivity analysis results of CFDL-MFAC
controller parameters

序号 参数 含义 DS 不灵敏参数固定值

1 λ 输入权重因子 0.9981 0.5

2 µ PJM权重因子 0.9985 0.6

3 η PJM步长因子 0.9996 0.5

4 ρ 输入步长因子 0.9378 1.0

5 α PJM重置限定参数 0.998 1.5

6 b1 PJM重置限定参数 0.9991 0.55

7 b2 PJM重置限定参数 0.9995 0.8

8 ϕ11(0) PJM初值 0.5551 −

9 ϕ12(0) PJM初值 −0.6339 −

10 ϕ21(0) PJM初值 0.7289 −

11 ϕ22(0) PJM初值 0.5779 −

 
表 3    GA-PSO算法参数

Table 3    GA-PSO algorithm parameters

前期 GA 参数 后期 PSO 参数

种群规模 M = 40 种群规模 M = 40 

指定遗传代数 60 最大迭代次数 240

基因重组概率 0.7 加速系数 c1 = 4, c2 = 2 

变异概率 0.25
最大惯性

权重系数
Wmax = 0.9 

子代选择系数
αT = 0.5

T = 1,
 

最小惯性

权重系数
Wmin = 0.1 
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图 5    控制器参数累计频率分布曲线

Fig. 5    Cumulative frequency distribution curve of
controller parameters
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的具体设置为

yr(k) =



yr1(k) =


1.2, 0 ≤ k ≤ 22.5

1.33, 22.5 < k ≤ 42.75

1.15, 42.75 < k ≤ 52.5

1, 52.5 < k ≤ 62.5

yr2(k) =


2, 0 ≤ k ≤ 27.5

2.06, 27.5 < k ≤ 42.75

2, 42.75 < k ≤ 62.5

SNO, 2 DO, 5

为进一步展现本文改进 CFDL-MFAC算法对

 和   的控制性能, 在相同噪声和扰动下,
与文献 [7]中基于数据驱动的预测控制 (Recursive
bilinear subspace identification based model pre-
dictive control, RBL-MPC)算法进行比较. 两种算

法在方波扰动和正弦扰动下的抗扰性控制结果对比

如图 7和图 8所示, 控制性能指标对比如表 4所示.
由于实验输出与扰动变量数值不在同一数量级, 为
清晰地展现扰动变量对输出值的影响, 图中扰动变

量曲线均为加上输出设定值之后的数值.

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

图 7描述了在随机噪声和方波扰动的影响下,
两种算法对  和  设定值的跟踪效果. 由图 7(a)
可知, 本文提出的改进 CFDL-MFAC算法虽然在

方波扰动的切换处和跟踪目标的跳变处有较大波

动, 但能在控制输入的实际可操作范围内, 自适应

地调整控制量的输入值 (如图 7(b)所示), 并快速收

敛于设定目标, 完成对   和   的稳定跟踪,
可有效抑制方波扰动信号的影响, 而 RBL-MPC算

法则无法在方波扰动下平稳地跟踪  和  的

设定目标, 抑制方波扰动的能力较差. 此外, 由两种

算法在方波扰动下的跟踪误差绝对值曲线图 7(d)
可知, 除部分设定值的跳变时刻和扰动信号幅值的
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图 6    CFDL-MFAC控制器灵敏参数优化收敛过程

Fig. 6    The optimization convergence process of
sensitive parameter based on CFDL-MFAC controller
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图 7    方波扰动抗扰性实验

Fig. 7    Immunity test with square wave disturbance
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SNO, 2 DO, 5

切换处之外, RBL-MPC方法的跟踪误差绝对值均

大于本文 CFDL-MFAC算法, 由此可进一步表明

本文 CFDL-MFAC算法在  和  跟踪控制

中的有效性和优越性.

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2 DO, 5

DO, 5

SNO, 2

SNO, 2 DO, 5

SNO, 2

DO, 5

由图 8 正弦扰动信号下的抗扰性实验结果可

知. 在对  和  的控制过程中, 改进 CFDL-
MFAC算法能有效抑制外部正弦扰动的影响, 实现

对  和  的精确跟踪, 且控制输入满足实际

可操作范围 (如图 8(b)所示), 而 RBL-MPC算法

在正弦扰动下, 虽然能实现对  设定值的稳定跟

踪, 但对  的跟踪过程一直存在较大跟踪误差,
无法实现对  和  的同时跟踪. 两种算法在

正弦扰动下的跟踪误差绝对值曲线如图 8(d)所示,
本文 CFDL-MFAC算法仅在个别设定值的切换处

有较大波动, 其余时刻的误差绝对值均趋于零, 而
RBL-MPC方法的跟踪误差则一直存在较大波动,
且除少数设定值的切换时刻外, 其跟踪误差绝对值

均大于本文 CFDL-MFAC算法的跟踪误差绝对值.
由此可见, 本文 CFDL-MFAC算法在污水处理 

和  控制中的跟踪效果要优于 RBL-MPC算法.
SNO, 2 DO, 5

10−2 s
10−5 s

由上述  和  的设定值跟踪和抗扰性控

制实验的对比分析可知, 与 RBL-MPC方法相比,
本文提出的改进 CFDL-MFAC算法不仅控制性能

更加精确 (见表 4第 3行和第 4行), 控制量求解速

度更加迅速 (RBL-MPC方法控制量求解时间数量

级为 , 而 CFDL-MFAC算法控制量求解时间

数量级为 , 见表 4第 2行), 且具有较强的抑

制外部干扰的能力. 两种算法具体的控制性能指标

可由表 4所知. 

4    结束语

SNO, 2 DO, 5针对污水处理过程  和  难以机理建模

和直接数据驱动控制的问题, 本文提出一种改进

CFDL-MFAC污水处理过程控制方法, 即在传统

CFDL-MFAC算法的基础上, 引进控制器参数灵敏

度分析和 GA-PSO优化整定机制, 采用 MPSA方

 
表 4    不同算法控制性能对比

Table 4    Comparison of control performance
based on different algorithms

算法 RBL-MPC CFDL-MFAC

控制量平均求解时间 (s) 0.0987 0.00003528

方波扰动 RMSE
SNO, 2 0.0865 0.0297
DO, 5 0.0158 0.0107

正弦扰动 RMSE
SNO, 2 0.0859 0.0249

DO, 5 0.0099 0.0089
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图 8    正弦扰动抗扰性实验

Fig. 8    Immunity test with sine disturbance
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SNO, 2

DO, 5

SNO, 2

DO, 5

法分析控制器参数的灵敏度, 并使用 GA-PSO混合

优化算法对敏感控制器参数做优化整定, 以改进传

统 CFDL-MFAC算法控制器参数的调整效率, 提
高控制器的控制性能. 同时, 为便于进行灵敏度分

析的Monte Carlo实验和灵敏参数的 GA-PSO优

化整定实验, 采用一种 RBLSI建模方法, 建立 

和  的递推双线性子空间模型, 为参数优化整定

实验和控制器性能分析实验提供较为精确的被控对

象模型. 基于污水处理数据的控制器性能分析实验

表明, 本文基于递推双线性子空间数据驱动建模的

改进 CFDL-MFAC算法不仅可以精确跟踪 

和  的目标值, 而且能够有效抑制外部扰动的影

响, 具有优良的控制性能和良好的鲁棒性.
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