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摘    要   针对存在量化数据、通信时滞等通信约束以及带有竞争关系的多智能体系统, 研究其二分实用一致性问题, 提出

了一种基于量化器的分布式控制协议. 该协议基于结构平衡拓扑假设, 通过规范变换将具有竞争关系系统转变为具有非负

连接权重系统, 使二分实用一致性问题转变为一般实用一致性问题. 利用微分包含理论、菲利波夫解的框架、代数图论以及

Lyapunov稳定性理论, 证明了在本文所提控制策略下, 具有竞争关系的多智能体系统能实现二分实用一致, 即智能体状态

收敛至模相同但符号不同的可控区间, 并给出了误差收敛上界值. 仿真试验进一步验证了理论结果的有效性.
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多智能体系统控制在近些年发展迅速, 广泛应

用于无人机编队、传感器网络、机械臂装配、多导弹

联合攻击等领域. 一致性作为协同控制的基础, 成
为多智能体系统研究中的核心问题. 近年来, 学者

们针对多智能体系统不同类型的一致性问题进行了

大量研究, 如完全一致性[1−4]、领导-跟随一致性[5]、群

体一致性[6]、比例一致性[7−9] 等. 以上一致性成果主

要集中在设计控制器使智能体状态误差最终趋于

零. 但是在实际系统中, 由于执行器偏差、计算误差

和恶劣环境, 智能体系统会存在通信约束 (如通信

时滞[10−11]、数据量化[12] 等)、外部干扰、未知耦合等

情况, 若仍要求每个智能体的真实运动状态之间的

偏差趋于零, 这在有限条件下往往难以实现. 因此,
Dong等[13] 提出使智能体状态偏差函数在某一确定

有界区间内波动的实用一致性概念, 可适用于更为

复杂的实际系统.
为解决不同非理想网络环境中的一致性问题,

学者们对基于实用一致性概念的多智能体控制算法

进行了深度研究[13−17]. 文献 [13]研究了有向通信拓

扑下具有外部扰动、相互作用不确定和时变时滞的

一般高阶线性时不变群系统实用一致性问题. 在实

际系统中, 当采样周期变大时, 若要使智能体状态

误差趋于零, 初始状态就须非常接近, 显然限制了

系统的有效性. 基于文献 [13], 文献 [14]进一步探

 
 

收稿日期 2020-07-29    录用日期 2021-02-09
Manuscript received July 29, 2020; accepted February 9, 2021
国家自然科学基金 (61973118, 11662002, 61763013), 江西省科技

厅项目 (20182BCB22009)资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61973118, 11662002, 61763013), Project in Jiangxi Province De-
partment of Science and Technology (20182BCB22009)
本文责任编委 鲁仁全
Recommended by Associate Editor LU Ren-Quan
1. 华东交通大学电气与自动化工程学院 南昌 330013
1. School of Electrical and Automatic Engineering, East China

of Jiaotong University, Nanchang 330013 

第 48 卷   第 5 期 自   动   化   学   报 Vol. 48, No. 5

2022 年 5 月 ACTA AUTOMATICA SINICA May, 2022



讨了二阶多智能体系统齐次采样下的实用一致性.
为解决初始控制输入量过大, 出现输入饱和而导致

削弱系统性能的问题, 文献 [15]利用时基发生器,
提出多智能体系统的固定时间实用一致性框架. 具
有振荡器的系统, 也难以实现智能体状态误差最终

趋于零, 因此文献 [16]研究了异质网络上非线性非

均匀 Stuart-Landa振子的实用动态一致性. 文献 [17]
研究了带未知耦合权重的领导-跟随多智能体系统

的实用一致性. 以上已有的实用一致性研究只考虑

非理想网络环境中智能体之间的合作关系, 即用非

负权重的通信拓扑来表示. 在许多实际系统中, 合
作与竞争关系同时存在.

文献 [18]率先设通信拓扑权重为负以表示智

能体间的竞争关系, 提出结构平衡图假设, 利用拉

普拉斯算子证明了智能体系统能实现二分一致. 随
后该结论被推广至更一般的线性多智能体系统[19−20].
文献 [21]研究了切换拓扑下多智能体系统的二分

一致性, 建立了智能体稳态与拉普拉斯矩阵间的联

系. 文献 [22]引入正负生成树概念, 得出矩阵加权

网络实现二分一致的充要条件, 但只适用于结构平

衡图. 对于结构不平衡下的矩阵加权网络, 文献 [23]
通过矩阵耦合, 得出了实现二分一致的代数条件.
文献 [24]针对含有对抗关系和时变拓扑的耦合离

散系统, 考虑了拓扑切换后出现结构不平衡或结构

平衡的两个子系统成员随时间变化的情况, 实现了

有界双向同步. 上述二分一致性的研究大部分考虑

智能体间的误差最终能趋于零, 本文将着重考虑受

到通信时延、数据量化影响下智能体间的误差收敛

于可控区间的二分实用一致性.
量化一致性概念最早由文献 [25]提出, 随后文

献 [26]基于矩阵谱理论分别研究了通讯信息在一

致量化和对数量化下多智能体系统的一致性问题.
文献 [27]构建了基于磁滞效应量化的多智能体网

络的混杂系统模型, 该混杂系统能够有效避免震颤

现象, 并进一步分析了系统解的有限时间收敛性.
文献 [28]考虑竞争关系和通信量化下多智能体系

统的二分一致性. 文献 [29]研究了具有量化通信约

束的非线性多智能体系统分布式二分一致性问题.
以上论文对通信量化做了大量研究, 但均未考虑通

信时滞, 而时滞也是影响多智能体系统一致性的重

要因素.
综合考虑上述因素, 本文将以带有通信时滞和

量化数据等通信约束且同时存在合作、竞争关系的

实际系统为对象, 研究其二分实用一致性问题, 提
出了基于融合时滞项、取整函数、符号函数的量化

器的右端不连续控制协议. 根据微分包含理论和菲

利波夫解的框架证明了控制器在右端不连续情况下

仍能求得系统的全局解, 实现智能体位置状态收敛

至模相同但符号不同的可控区间. 相较于文献 [17],
本文同时考虑了智能体间的合作与竞争关系. 相较

于文献 [18, 20], 本文考虑了通信时滞、量化数据等

通信约束对智能体系统的影响. 在文献 [25, 28]的
基础上, 本文将渐近一致性推广至实用一致性, 使
智能体间的误差收敛于一个可控区间, 且收敛上界

值与任何全局信息和初始值无关. 

1    预备知识及问题描述
 

1.1    图论

n

G = (V, E, A) V = {1, 2, · · · , n}
E ⊆ V × V eij = (i, j) ∈ E

i j A = [aij ] ∈ Rn×n

aii = 0 aij ̸= 0

j i i, j

aij ≥ 0 G

D ∈ Rn×n D = diag{d1, d2, · · · , dn} diag{d1,
d2, · · · , dn} {d1,
d2, · · · , dn} di =

∑n
j=1 |aij | L ∈ Rn×n

L = D −A lii =
∑n

j=1 |aij | lij = −
aij ∀i ̸= j

G

由  个智能体组成的系统通信拓扑图可由有向

图  描述, 其中  为点

集,    为边集, 有向边   表

示智能体   向智能体   传输信息.   

为通信权重矩阵, 其对角线元素 . 若 ,

则称智能体   为智能体   的邻居. 对任意   均有

, 则称图  为非负图, 否则为符号图. 度矩阵

 定义为 ,  

 表示对角矩阵 ,  其对角线元素为  

,    . 拉普拉斯矩阵 

定义为 , 其中 , 且 

,  . 若图中任意两个节点, 均存在一条有向

路径, 则称图  为有向强连通图.
p ∈ R U ⊆ R定义 1 [12]. 给定点  到给定集合  中

的点的最短距离为:

dist (p, U) = min
r∈U

(dist (p, r)) = min
r∈U

|p− r| (1)

G

V V1 V2

定义 2[18]. 图  为结构平衡图当且仅当节点集

 可分成两个非空集合  和 , 并满足以下条件:
V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅1) ;

∀i, j ∈ Vq (q ∈ {1, 2}) aij ≥ 02)若 , 则所有权重 ;
∀i ∈ Vq, j ∈ Vr, q ̸= r (q, r ∈ {1, 2})

aij ≤ 0

3)若 , 则所

有权重 . 

1.2    规范变换

C引入一类正交矩阵 , 其定义如下:

C = {C = diag {σ1, σ2, · · · , σn} , σi = {−1, 1}}.

C CTC = CCT = I C−1 = C

diag {σ1, σ2, · · · , σn}
{σ1, σ2, · · · , σn}

ẋ(t) =

u(t) = −Lx (t) z = Cx C ∈ C

易得,    满足  , 且  .
 表示对角矩阵, 其对角线元素

为 . 对于固定无向网络拓扑和零通

信时延的多智能体系统, 常采用控制协议  

, 对其规范变换. 令 ,  ,
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C−1 = C x = Cz由 ,  , 则

ż = −LDz (2)

LD = CLC = D − CAC其中,    为规范变换后拉普

拉斯矩阵,

ld, ij =


n∑

j=1

|aij | , i = j

−σiσjaij , i ̸= j

(3)

L LD

sp (L) = sp (LD)

引理 1[18].   与  等谱, 即具有相同的特征值

集合 . 

1.3    右端不连续微分方程与微分包含 Filippov 解

m

针对右端不连续微分方程, 在微分包含理论和

菲利波夫解的框架基础下求全局解.考虑如下  维

微分方程 
dx (t)

dt
= f (x (t))

x (0) = x0

(4)

x (t) = [x1 (t) , x2 (t) , · · · , xn (t)] ∈ Rm f : R×
Rm → Rm

其中  ,   
 为勒贝格可测函数且本性局部有界.
x (t) [0, T )如果  在  绝对连续, 且满足微分包含

dx (t)

dt
∈ K [f (x (t))] =

∩δ>0

(
∩v(D)=0 co [f (B (x (t) , δ) \D)]

)
(5)

K co (Ω) Ω

∩v(D)=0 D

B (x (t) , δ) x (t) δ

x (t)

其中   是集值函数,    表示集合   的凸闭包,
 表示所有勒贝格测度为 0的集合  的交集,

 代表以  为中心  为半径的闭球, 则
称   为右端不连续微分方程 (4) 的解, 也称为

Filippov解.
H : Rm × [0, T ) → R

H (x (t) , t)

函数   满足局部李普希茨

条件,   在  上广义梯度定义为

∂H (x (t) , t) = co { lim∇H (x (t) , t)|
(xi (t) , ti) → (x (t) , t) , (xi (t) , ti) /∈ ΩH}

ΩH ∇H (x (t) , t)其中集合  测度为 0且  不存在. 

1.4    问题陈述

n i考虑包含  个智能体的系统, 智能体  的动力

学方程为

ẋi(t) = ui(t) , i = 1, 2, · · · , n (6)

xi(t) ∈ R i ui(t) ∈
R i

其中  表示智能体  的位置状态变量,  
 表示智能体  的控制输入.

ui, i = 1, 2, · · · , n
xi(0), i = 1, 2, · · · , n

定义 3. 给定的控制器 , 若对

任意初始值 , 都存在一个不依

ε赖任何全局信息和初始值的正数 , 使得

lim
t→∞

(|xi (t)| − |xj (t)|) ≤ ε , ∀ε > 0 (7)

则称系统 (6)能实现二分实用一致.
 

2    通信受限的多智能体系统二分实用

一致性

针对多智能体系统 (6), 提出如下控制器,

ui (t) =

n∑
j=1

aij [(Q (xj (t− τ))− sign (aij) ·

Q (xi (t)))] (8)

Q (x) Q (x) = ⌊(x/ηγ) + 0.5⌋γ
i = 1, 2, · · · , n γ η ∈ (0, 1]

τ j i

⌊·⌋ sign (·)

其中  为量化函数, 定义 ,

,    为量化水平参数,    为量

化器精度,    为智能体   向智能体   通信传输时发

生的通信延迟,   为向下取整函数,   为符号

函数.

本文讨论的是有向强连通符号图下多智能体系

统二分实用一致性问题, 系统邻接矩阵中存在负元

素, 由式 (2)得变换后的邻接矩阵为,

cij =

{
0 , i = j

σiσjaij , i ̸= j
(9)

σi, σj = {−1, 1}其中 .

上述量化器是将连续状态空间映射到离散信息

符号码集合, 智能体状态仅取整数, 在控制器 (8)作

用下, 系统 (6)本质上是一个右端不连续的非光滑

系统, 其解需要在菲利波夫意义下讨论.

x (t) : [−τ, T ) → Rn定义 4. 如果函数  满足:

x (t) [−τ, T ) [0, T )1)  在  连续, 在  绝对连续;

w (t) = [w1 (t) , w2(t), · · · ,
wn(t)] : [−τ, T ) → Rn w′(t)=[w′

1(t) , w′
2 (t) , · · · ,

w′
n (t)] : [−τ, T ) → Rn x (t) t ∈ [0, T )

2)存在可测向量函数    

 、    

  使得   在   有

dxi

dt
=

n∑
j=1

cij
(
w′

j (t− τ)− wi (t)
)
, i = 1, 2, · · · , n

(10)

wi(t)∈K[sign(aij)Q(xi(t))] w′
i(t)∈K [Q (xi (t))]

x (t) x (t)

[0, T )

其中  、   

是关于解  的输出函数, 则称  为系统 (6)在

 上的 Filippov解.

ϕ (t) : [−τ, 0] → Rn

ψ (t) ∈ K [Q (ϕ (t))] : [−τ, 0] → Rn

ψ′ (t) ∈ K [sign (aij)Q (ϕ (t))] : [−τ, 0] → Rn

∃T > 0 [0, T ) x (t)

定义 5. 给定连续向量函数 ,

可测向量函数      、

  ,  如果

, 使得在  上  为系统 (6)的解, 且满足
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

ẋi (t) =

n∑
j=1

cij
(
w′

j (t− τ)− wi (t)
)
, t ∈ [0, T ) ,

i = 1, 2, · · · , n
x (t) = ϕ (t) , t ∈ [−τ, 0)

w (t) = ψ (t) , t ∈ [−τ, 0)

w′ (t) = ψ′ (t) , t ∈ [−τ, 0)
(11)

[x (t) , w (t) , w′ (t)] : [−τ, T ) → Rn × Rn

(ϕ (t) , ψ (t) , ψ′ (t))

则    为系统

(6)满足初始条件  的解.
ϕ (t)

ψ (t) ψ′ (t)

定理 1. 对任意初始向量函数  和任意可测

向量输出函数  、 , 系统 (11)存在全局解.
证明. 1)局部解的存在性

[0, T )

基于参考文献 [2]对引理 1的证明, 易得系统

(11)在  上存在局部解. 依据泛函微分方程理

论, 通过局部解的有界性可得存在全局解. 故进一

步证明局部解的有界性.
[x (t) , w (t) , w′ (t)] : [−τ,

T ) → Rn × Rn

2)设系统 (11)的解为    
, 令

Y (t) = max
i∈n

(
maxλ∈[−τ, 0]xi (t+ λ)

)
y (t) = min

i∈n

(
minλ∈[−τ, 0]xi (t+ λ)

)
(12)

Y (t) t y (t) t

Y (t) t

若能证明  对  为非增函数,   对  为非

减函数, 则上述解有界. 我们将利用反证法证明该

解的有界性. 首先分四步证明  对  为非增函数.
Y (t) ∃0 < t0 < t1 ∈ [0, T )

Y (t0) < Y (t1)

假设   是增函数,   , 使
得 .

∃t2 ∈ [t0, t1] , Y (t2) = Y (t0)

∀t ∈ (t2, t1] Y (t) > Y (t2)

第 1 步: 证明  , 且
有 ,  .

t2 = sup {t ∈ [t0, t1] : Y (t) = Y (t0)}
Y (t2) = Y (t0)

令  ,  则有

  .
∃t3 ∈ (t2, t1] Y (t3) ≤ Y (t2)假设 ,  .

Y (t) Y (t1) > Y (t0)

∃t4 ∈ (t3, t1] ⊆ (t2, t1] Y (t4) = Y (t0)

  为增函数,   , 由介值定理,
, 使得 .

t2

∃t2 ∈ [t0, t1] , Y (t2) = Y (t0)

这与   定义相矛盾, 上述假设不成立. 故有,
, 且有

Y (t) > Y (t2) , ∀t ∈ (t2, t1] (13)

∃i∗ ∈ n, α > 0, t ∈ [t2, t2 + α)

Y (t) = xi∗ (t+ λ (t)) λ (t) ∈ [−τ, 0] Y ′
i (t) =

maxλ∈[−τ, 0] (xi (t+ λ (t))) = xi (t+ λ (t))

Y (t) = maxi∈n (Y
′
i (t))

第 2步: 推导 , 有
,    .  令    

, 由函数连

续性可得,  .
∃i∗ ∈ n α > 0 t ∈ [t2, t2 + α)

Y (t)= Y ′
i∗ (t) Y (t)=xi∗ (t+λ (t)) λ (t)∈ [−τ, 0]

因此  ,    ,  当  ,  使得

  . 即  ,  .
λ (t2) = 0第 3步: 证明 .

t = t2 λ (t2) ̸= 0设 ,  ,

Y (t2) = Y ′
i∗ (t2)=xi∗ (t2 + λ (t)) > xi∗ (t2)

κ (t)=xi∗ (t2 + λ (t2))− xi∗ (t) , κ (t2) > 0

t ∈ [t2, t2 + α′) , α′ ∈ (0, α)

令 , 则
有, 当 ,

xi∗ (t2 + λ (t2)) > xi∗ (t) (14)

t ∈ [t2, t2 + α′) , Y (t) ≤ Y (t2)

t = t2 λ (t2) = 0 Y (t2) = xi∗ (t2)

由此 ,  当  .  这与

第 1步所得结论相矛盾, 上述假设不成立.故有, 当
 时,  ,  .

Y (t) t

xi∗ (t) , xi∗ (t2) ̸= (θ + 0.5) γη θ

∃α′′<α′ ∀t∈(t2, t2+α′′) xi∗ (t) ̸= (θ + 0.5) γη,

w′
i∗ (t) = w′

i∗ (t2) = Q (xi∗ (t2)) , wi∗ (t) = wi∗ (t2) =∑n
j=1 (sign (aij)Q (xi∗ (t2))).

第 4步: 证明  对  为非增函数. 若对连续

函数  ,     为正整数 ,
,  , 使得 

  

Y (t2) = xi∗ (t2) xj (t2 − τ) ≤ xi∗ (t2)由 , 则 .

Q (·) ∃α′′′ ∈ (0, α′′)

t ∈ (t2, t2 + α′′′) w′
j (t− τ) ≤ wi∗ (t)

又因   为非递减函数 ,    ,  对
, 有 , 则

ẋi∗ (t) =

n∑
j=1

aij
(
w′

j (t− τ)− wi∗ (t)
)
≤ 0 (15)

∃t5 ∈ (t2, t2 + α′′′) xi∗ (t5) > xi∗ (t2)

(t2, t5) Ω1 Ω1

ẋi∗ (t) > 0

由式 (14),  ,  ,
则必须存在集合  的子集 ,   有正测度, 且

. 这与式 (15)矛盾.
xi∗ (t2) = (θ + 0.5) γη ∀α′′

∃t6 ∈ (t2, t2 + α′′] xi∗ (t6) > xi∗ (t2)

若 , 由上述分析, 对 ,
 使得 .

t7 = sup {t ∈ [t2, t6] : xi∗ (t) = xi∗ (t2)}
xi∗ (t) t2 ≤ t7 < t6 xi∗ (t7) = xi∗ (t2)

令  ,  由
 函数连续性,  ,    .

∀t∈(t7, t6] xi∗(t)≥Y (t2) xi∗(t) ̸=
(θ + 0.5)γη

因此, 对 , 有 , 且 

.
xi∗ (t7) > xi∗ (t6)

(t7, t6] Ω2 Ω2 ẋi∗ (t) > 0

与上同理, 由 , 必须存在集合

 的一个子集 ,   有正测度, 且 .
这与式 (15)矛盾.

Y (t) t y (t)

t

得证,   对  为非增函数. 同理, 可证得 

对  为非减函数.
∀i ∈ n y (0) ≤ xi (t) ≤ Y (0)

[x (t) , w (t) , w′ (t)]

可得, 对  , 有  , 系统

(11)的局部解  有界.
由此, 系统 (11)存在全局解.  □

G

定理 2. 假设多智能体系统的固定有向通信拓

扑  为强连通符号图, 考虑存在通信时延和量化数

据通信约束的多智能体系统 (6), 在控制器 (8)的作

用下, 系统在任意初始条件下均能实现二分实用一

致, 即

lim
t→∞

(|xi (t)| − |xj (t)|) ≤ ε (16)

∀ε > 0其中,  .
证明. 构造如下 Lyapunov函数:

5 期 陈世明等: 通信受限的多智能体系统二分实用一致性 1321



V= V1 + V2 =

n∑
i=1

∫ xi(t)

0

(Q (t) + sign (aij)Q (t)) dt+

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∫ t

t−τ

cij

(
w2

j (t) + w′
j
2
(t)

)
dt (17)

求导有

dV1

dt
=

n∑
i=1

n∑
j=1

(Q (xi (t)) ẋi (t)+

sign (aij)Q (xi (t)) ẋi (t)) =

n∑
i=1

wi (t)

n∑
j=1

cij
[
w′

j (t− τ)− wi (t)
]
+

n∑
i=1

w′
j (t)

n∑
j=1

cij
[
wi (t− τ)− w′

j (t)
]
=

n∑
i=1

n∑
j=1

cij
[
wi (t)w

′
j (t− τ)− w2

i (t)
]
+

n∑
i=1

n∑
j=1

cij

[
w′

j (t)wi (t− τ)− w′
j
2
(t)

]
=

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2
cij

[
2wi (t)w

′
j (t− τ)− 2w2

i (t)
]
+

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2
cij

[
2w′

j (t)wi (t− τ)− 2w′
j
2
(t)

]
(18)

dV2

dt
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij

[
(wj (t))

2 − (wj (t− τ))
2
+

(
w′

j (t)
)2 − (

w′
j (t− τ)

)2]
=

1

2

n∑
j=1

n∑
i=1

cji

[
(wi (t))

2 − (wi (t− τ))
2
]
+

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij

[(
w′

j (t)
)2 − (

w′
j (t− τ)

)2]
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij

[
(wi (t))

2 − (wi (t− τ))
2
+

(
w′

j (t)
)2 − (

w′
j (t− τ)

)2]
(19)

从而有,

dV
dt

=
dV1

dt
+

dV2

dt
=

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2
cij

[
2wi (t)w

′
j (t− τ)− 2w2

i (t)
]
+

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2
cij

[
2w′

j (t)wi (t− τ)− 2w′
j
2
(t)

]
+

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij

[
(wi (t))

2 − (wi (t− τ))
2
+

(
w′

j (t)
)2 − (

w′
j (t− τ)

)2]
=

−
n∑

i=1

n∑
j=1

1

2
cij

(
wi (t)− w′

j (t− τ)
)2−

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2
cij

(
w′

j (t)− wi (t− τ)
)2 ≤ 0

(20)

V (t) t V (t) > 0

limt→∞V (t) = 0

由式 (20)得,   对  为非增函数,  ,

 存在 ,  因此多智能体系统能实现

稳定.

a1 = max1≤i≤j≤ncij ∀ε > 0 ∃T0 ∀t ≥
T0 ρ ∈ [0, τ ]

令  ,    ,     使得  

,  
ε2

2na1τ
≥ |V (t+ ρ)− V (t)| =

∣∣∣∣∫ t+ρ

t

V̇ (x) dx
∣∣∣∣ =

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2
cij ·

[∫ t+ρ

t

((
wi (x)−w′

j (x−τ)
)2
+

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)2 )dx]

则

ε2 ≥ τn

n∑
i=1

n∑
j=1

cij · a1

[∫ t+ρ

t

((
wi ((x)−w′

j (x−τ)
)2
+

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)2 )dx] ≥

ρn

n∑
i=1

n∑
j=1

cij · a1
[∫ t+ρ

t

((
wi (x)− w′

j (x− τ)
)2

+

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)2 )dx] ≥

n

n∑
j=1

(aij)
2 ·

[(∫ t+ρ

t

(
wi (x)− w′

j (x− τ)
)
dx

)2

+

(∫ t+ρ

t

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)
dx

)2
]
≥
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 n∑
j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
wi (x)− w′

j (x− τ)
)
dx

)2

+

 n∑
j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)2dx)

2

≥

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
wi (x)− w′

j (x− τ)
)
dx

)∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)2dx)

∣∣∣∣∣∣
2

从而有,

ε ≥

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
wi (x)− w′

j (x− τ)
)
dx

)∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
w′

j (x)− wi (x− τ)
)
dx

)∣∣∣∣∣∣
(21)

再由式 (21)可得,

|xi (t+ ρ)| − |xi (t)| ≤ |xi (t+ ρ)− xi (t)| =∣∣∣∣∫ t+ρ

t

ẋi (z) dz
∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣

∫ t+ρ

t

n∑
j=1

cij · (wj (z − τ)− w′
i (z)) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
wi (z)− w′

j (z − τ)
)
dz

)∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(aij) ·
(∫ t+ρ

t

(
w′

j (z)− wi (z − τ)
)2dz)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

∀ε > 0 ∃T0 ∀t ≥ T0 ρ ∈ [0, τ ]由此, 对 ,   使得 ,  

|xi (t+ ρ)| − |xi (t)| ≤ ε (22)

E = {|x(t+ λ)| ∈ C([−τ, 0);

Rn) : (wi(t)− w′
j(t− τ))2 + (w′

j(t)− wi(t− τ))
2 ≤

(γ/n+ 1)
2} ∀t′ ≥ 0 ∃t′′ ≥ t′

t′′ E

进一步假设存在集合 

  

, 对 ,   使得系统中所有智

能体都能在  收敛至集合 . 令

M = {t ≥ t′ : |x (t+ λ)| /∈ E} .

|x (t+ λ)| ∈ C ([−τ, 0] ;Rn) t ∈ M (wi(t)−
w′

j(t− τ))2 + (w′
j(t)− wi(t− τ))2≥ (γ/n+ 1)

2

对   ,  , 使 

  ,  有

V̇ (t) ≤ − 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

cij(γ/n+ 1)
2 ≤

− 1

2

(
cij/(n+ 1)

2
)
γ2 ≤ −1

2
χγ2 (23)

χ = min (cij)/(n+ 1)
2其中,  .

t ∈ M ∀t′ ≥ 0假设,  , 对 ,

V (t)− V (t′) ≤ −1

2
χγ2 (t− t′) (24)

t >
(
2V (t′)/(χγ2)

)
+ t′ V (t) < 0

V (t) ∀t′ ≥ 0 ∃t′′ ≥ t′

t′′ E

对 , 由式 (24)得 ,

这与  的定义相矛盾. 由此, 对 ,  

使所有智能体能在  收敛至集合 .

Q (xi) = ⌊(xi (t) /(γη)) + 0.5⌋ γ由 ,

K [Q (xi (t))] ={
γθ1, xi (t) ∈ [(θ1 − 0.5) γη, (θ1 + 0.5) γη)

γ (θ1 + 1) , xi (t) = (θ1 + 0.5) γη

θ1 ∈ Z其中 .

wi (t
′′) ∈ K [sign (aij)Q (xi (t

′′))] w′
i (t

′′) ∈
K [Q (xi (t

′′))] ∃θij ∈ Z
又由  、 

  , 易得 , 使得{
xi (t

′) ∈ [(θij − 0.5) γη, (θij + 0.5) γη]

xj (t
′ − τ) ∈ [(θij − 0.5) γη, (θij + 0.5) γη]

(25)

i i′ i∗ n− 1

由于所考虑的网络为强连通图, 对任意智能体

 到其邻居智能体  、  有不超过  条路径.结合

上述分析, 可得{
|wi (t

′)− w′
i′ (t

′ − τ)| < (n− 1/n+ 1) γ

|wi (t
′)− w′

i∗ (t
′ − τ)| < (n/n+ 1) γ

(26)

∀t′ ≥ 0 ∃t′′ i

xi (t
′′) ∈ [(θ − 0.5) γη, (θ + 0.5) γη]

因此, 对 ,  , 使得任意一个智能体  的

状态 .

Y (t) y (t)

iM , λM , im, λm

由定理 1的证明知,   为非增函数,   为

非减函数, 由式 (12), 存在 , 使得{
Y (t′′) = xiM (t′′ + λM )

y (t′′) = xim (t′′ + λm)

xiM (t′′)∈ [(θ − 0.5) γη, (θ + 0.5) γη] xim(t′′−
τ) ∈ [(θ − 0.5) γη, (θ + 0.5) γη]

设 ,  

.

由式 (22)得,{
Y (t′′)− xiM (t′′) ≤ ε

xim (t′′)− y (t′′) ≤ ε

从而得,

xim (t′′ − τ)− ε ≤ y (t′′) ≤ xiM (t′′) + ε

Y (t) y (t) ∀t ≥ t′′再由  和  的单调性可得, 对 ,
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xim (t′′ − τ)− ε ≤ y (t′′) ≤ y (t) ≤

Y (t) ≤ Y (t′′) ≤ xiM (t′′) + ε (27)

∀ε > 0由式 (1), 对 , 有

dist (xi (t) , [(θ − 0.5) γη, (θ + 0.5) γη]) ≤ ε (28)

i xi (t)

[(θ − 0.5) γη, (θ + 0.5) γη]

由此可得, 对任意一个智能体  的状态  都

能收敛到集合   中 .  由此

可得,

lim
t→∞

(|xi (t)| − |xj (t)|) ≤ ε =

|(θ − 0.5) γη − (θ + 0.5) γη| = γη (29)

  □ 

3    仿真实例

V1 = {1, 2, 3}
V2 = {4, 5, 6}

实例 1. 考虑由 6个智能体构成的多智能体系

统, 其有向通信拓扑结构如图 1所示.该拓扑图满足

结构平衡 , 图中两个子群分别为   和

, 子群之间为竞争关系, 子群内部为合

作关系.

  
1 2 3

4 5 6

1 1

−1
−1 −1

−1

1 1 

图 1   拓扑图

Fig. 1    Topological graph
 

A

A C = diag{1, 1, 1, −1,

−1, −1} C C = diag{σ1,

σ2, · · · , σn}, σi = {−1, 1} CTC = CCT = I

C−1 = C diag {σ1, σ2, · · · , σn}
{σ1, σ2, · · · , σn}

由通信拓扑图不难得到邻接矩阵 , 对邻接矩

阵  规范变换, 取转换矩阵为  
. 其中, 转换矩阵   为正交矩阵,  

  ,  满足    ,
;    表示对角矩阵, 其

对角线元素为 .

A =



0 1 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 1

−1 0 0 0 0 0


η = 1 γ = 3 τ = 0.1

x (t) = [1 2.5 6 −1 −4 −3] t ∈ [−0.1, 0)

limt→∞ (|xi (t)| − |xj (t)|) = γη = 3

取  ,    ,    ,  各智能体初始值

,  . 由式 (29)
易得,  .

图 2为系统 (6)在控制器 (8)的作用下各智能

[0, 3]
体位置状态变化曲线, 由图可知各智能体位置状态

绝对值的误差收敛于可控区间 , 存在竞争关系

的两个子群最终能实现收敛, 即通信受限的多智能

体系统能实现二分实用一致.

  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−8

−6

−4

−2

−3
−2

0

2

4

6

8

各
智
能
体
位
置
状
态

智能体 1
智能体 2
智能体 3

智能体 4
智能体 5
智能体 6

7.6 8.0 8.4

7.5 8.0 8.5
2
3
4

时间 /s 

γ = 3, η = 1图 2       智能体位置状态轨迹

γ = 3, η = 1Fig. 2         The trajectories of all agents
 

γ = 1
γ = 0.1
γ

γ

图 3、图 4为在相同初始值状态下分别取  、

 时的各智能体位置状态曲线, 表明通过改变

 值可以控制智能体位置状态绝对值误差的波动区

间, 所设计的  值越小, 智能体位置状态绝对值的

误差波动区间也越小.

  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

各
智
能
体
位
置
状
态

9.0 9.2
−3.0
−2.8
−2.6

9.4 9.6
2.4
2.6
2.8

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

时间 /s

智能体 1
智能体 2
智能体 3

智能体 4
智能体 5
智能体 6

 

γ = 1, η = 1图 3       智能体位置状态轨迹

γ = 1, η = 1Fig. 3         The trajectories of all agents
 

V1 = {1, 2, 3, 4} V2 = {5, 6,
7, 8} η = 1 γ = 0.5 τ = 0.1

x (t) = [1 2 4 5 −1 −2 −4 −5] t ∈ [−0.1, 0)

实例 2. 为了进一步说明本文的研究意义, 选

用 8个智能体组成的最邻近耦合小世界网络系统,

智能体互连构成的有向拓扑图如图 5所示, 此处无

向图为一种特殊的有向图, 图中未标权重的连边权

重设为 1. 其中, 两个子群  、 

, 取 ,  ,  , 智能体初始状态分

别为 ,  .
A C =对邻接矩阵   规范变换, 取转换矩阵为  
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diag {1, 1, 1, 1, −1, −1, −1, −1}
limt→∞ (|xi (t)| − |xj (t)|) ≤ ε = γη = 0.5

.  由式 (29) 易得 ,

.

[2.8, 3.2]

图 6为系统 (6)在控制器 (8)的作用下各智能

体位置状态变化曲线. 由图可知, 各智能体位置状

态绝对值的误差收敛于可控区间 , 存在竞

争关系的两个子群最终能实现收敛, 运用本文所设

计的控制策略, 最邻近耦合小世界网络系统能实现

二分实用一致.
 

4    结论

本文研究了有向强连通符号图下通信受限的多

智能体子群系统二分实用一致性问题, 设计了一种

基于量化器的分布式控制协议, 使智能体位置状态

绝对值的误差收敛于可控区间, 并得到了误差收敛

上界值, 该上界值不依赖于任何全局信息和初始状

态, 仅与量化器参数有关, 所设计量化水平参数越

小, 收敛区间也越小. 后续工作将考虑推广至离散

系统和高阶系统.
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