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摘    要   现有的多变量灰色预测模型的背景值估计误差及模型结构单一是导致该模型预测性能不稳定的重要因素, 致使该

模型在实际预测领域中应用并不广泛. 本文通过分析背景值函数的几何意义, 结合积分几何面积公式, 提出一种改进的背景值

优化方法, 使预测模型在背景值系数的选取上更加灵活.在此基础上, 模型中加入灰色作用量, 提出一种改进背景值及结构相

容性的多维灰色预测模型 (Improved background value and structure compatibility of grey prediction model,
IBSGM(1, N)). 通过对模型参数的改变分析, 新模型理论上可达到与传统单变量和多变量灰色预测模型的兼容性. 为检验新模型的

性能, 本文进行了三个案例对比分析, 实验结果表明, 与现有的灰色预测模型 (Grey model, GM) GM(1, 1)和 GM(1, N)相
比较, 所提出的 IBSGM(1, N)模型在背景值参数估计上误差明显减小, 结构相容性更强, 泛化性能更好, 具有更高的预测精度.
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Abstract   The background value estimation error of the existing multivariate gray prediction model and the single
model structure are important factors that lead to the unstable prediction performance of the model. Therefore, the
model is not widely used in the actual prediction field. In this paper, by analyzing the geometric meaning of the
background value function, combined with the integral geometric area formula, an improved background value op-
timization method is proposed to make the prediction model more flexible in the selection of background value coef-
ficients. On this basis, the gray effect is added to the model, and a new multi-dimensional gray prediction model
called improved background value and structure compatibility of grey prediction model (IBSGM(1, N)) is proposed.
Through the analysis of the change of model parameters, the new model can theoretically achieve compatibility with
traditional univariate and multivariate gray prediction models. In order to test the performance of the new model,
this paper conducts a comparative analysis of three cases. The experimental results show that compared with the
existing grey prediction model (GM) GM(1, 1) and GM(1, N), the proposed IBSGM(1, N) model has significantly
reduced error in background parameter estimation, stronger structural compatibility, better generalization perform-
ance, and higher prediction accuracy.
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灰色预测模型 (Grey model, GM)是灰色系统

理论的基础和核心内容, 其研究重点在于解决小样

本、贫信息的不确定性问题, 且灰色预测模型在众

多领域都得到了广泛的运用[1]. GM(1, 1)模型是灰

色预测的核心内容, 是最简单、应用最广泛的单变

量灰色预测模型. 但 GM(1, 1)模型只包含一个因
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N − 1

N = 1

变量, 不考虑外部其他因素对系统发展的影响, 大
量研究表明 GM(1, 1)模型的性能不够稳定, 模拟

精度不理想[2−5]. 因此提出了一种具有一个因变量和

 个相关因素变量的多维灰色预测 GM(1, N)
模型[6]. 但传统的 GM(1, N)模型由于背景值表达式

构造的不精确, 导致模型预测误差较大, 且当取

 时, 其不能转化为对应的 GM(1, 1)模型, 说
明传统的 GM(1, N)与 GM(1, 1)模型在结构上是

不相容的[7]. 因此, 在某些情况下 GM(1, N)模型的

预测精度甚至会低于 GM(1, 1)模型. 在考虑多变

量预测的同时, 为了提高 GM(1, N)模型的预测精

度, 国内外学者针对模型的结构、参数优化、背景值

的优化等方面进行了相关研究分析[8−9].
针对背景值优化的问题, 主要有插值法和拟合

法等改进措施 .为提高预测精度 , 文献 [10] 通过

Goldfeld-Quandt检验区分 GM(1, 1)模型的异方

差性, 并采用插值法对背景值进行了优化, 以此最

小化原始序列平方误差之和的函数来构建其模型;
文献 [11]利用一次累加具有非齐次灰指数规律, 构
建动态序列模型, 从积分几何意义的视角, 利用函

数逼近的思想, 结合复化梯形公式改进模型背景值;
文献 [12]提出了一种优化背景值和调整初始系统

参数的组合优化方法, 通过优化灰色微分方程中的

背景值来模拟和预测无偏指数分布的序列;文献 [13]
提出一种寻找模型平均拟合误差 (ARPE)最小值

的方法, 采用粒子群优化算法对模型背景值系数进

行优化, 当 ARPE最小时的背景值系数取值即是模

型的最优解, 但其优化是针对传统背景值表达式,
在背景值表达式构造上仍存在一定误差.

N = 1

针对模型结构缺陷问题, 主要有基于智能算

法的结构选择及参数和结构融合优化等方法. 文
献 [14−16]对初始条件、累加生成顺序、发展系数和

背景值分布系数进行了参数优化, 研究结果表明上

述参数的优化对提高多维灰色预测模型的性能有积

极的作用, 但当  时, GM(1, N)模型仍然不能

等价于 GM(1, 1)模型, 意味着这些改进的灰色预

测模型在结构相容性上仍存在缺陷;文献 [17] 提出

了一种基于数据算法自适应选择模型结构的灰色预

测模型, 称为离散灰色多项式模型, 该模型具有代

表最普遍的同构和非同构离散灰色模型的能力, 并
且可以归纳出一些其他新颖的模型, 从而突出了模

型与其结构之间的关系;文献 [18]在模型中加入了

相邻变量滞后项、线性校正项和随机扰动项, 其中

线性校正项反映了因变量和自变量之间的线性关

系, 消除了解释变量之间的多重共线性问题, 使模

型的预测性能得到了显著的提高.
基于现有的文献我们发现传统 GM(1, N)、

GM(1, 1)模型在构造背景值表达式时存在一定误

差, 且模型结构单一, 从而导致模型预测精度不高,
结构相容性不强等问题. 因此, 本文对以上两个问

题进行了深入研究.
首先针对模型背景值的构造方法不准确, 考虑

传统模型背景值表达式固定用几何梯形面积近似方

程来表示, 而现有文献中的工作亦是基于该公式对

参数进行优化, 未能从根本上减小误差.本文从背景

值函数表达式的几何意义出发, 构造了一个新的背

景值表达式, 并采用MATLAB数值分析对背景值

系数的取值进行优化, 使背景值系数的取值更灵活,
减小了系统参数计算的误差, 进而提高模型的预测

精度.其次针对模型结构的缺陷, 考虑传统灰色预测

模型结构单一, 结构相容性弱, 泛化性能差, 虽然现

有文献中对各种系统参数及结构参数有所改进, 但
仍不能使模型具有较好的结构相容性. 本文在预测

模型中加入了灰色作用量, 以反映自变量数据变换

关系, 改善了模型的结构相容性, 提高模型的泛化

能力, 使模型预测性能得到显著提高.
本文所提的改进背景值及结构相容性的多维灰

色预测模型 (Improved background value and
structure compatibility of grey prediction model,
IBSGM(1, N))解决了传统多变量灰色预测模型预

测性能不稳定的问题, 该模型结构泛化能力强, 鲁
棒性好, 适用于大部分多变量灰色预测系统. 同时, 本
文突破了传统的模型改进思想, 有效解决了对系统

参数优化的同时使模型结构泛化性提高的问题, 对
多维灰色预测模型的改进方法上提供了新的思路. 

1    多变量灰色预测模型及分析

灰色预测方法是一种用来对灰色系统进行预测

的方法. 通过对系统因素发展趋势之间的相关性分

析, 生成和处理原始数据, 以找出系统的变化规律,
生成一组有更明显规律的数据序列, 并基于该数据

序列建立微分方程模型, 对事物的未来发展状态进

行预测.
单变量 GM(1, 1)预测模型的基本原理是: 对

某一数据序列使用累加的方法生成一组变化趋势明

显的新序列, 对新的数据序列建立模型并进行预测,
然后利用累减方法逆向计算, 使其恢复为原始序列,
得出预测模型结果[19].

多变量 GM(1, N)预测模型的预测原理与单变

量 GM(1, 1)预测模型类似, 不同之处在于输入数

据变量是 N个.
GM(1, N)模型的建模过程如下:
设系统有特征数据序列:
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x
(0)
1 =

(
x
(0)
1 (1), x

(0)
1 (2), · · · , x(0)

1 (n)
)

相关因素序列:

x
(0)
2 =

(
x
(0)
2 (1), x

(0)
2 (2), · · · , x(0)

2 (n)
)

· · ·

x
(0)
N =

(
x
(0)
N (1), x

(0)
N (2), · · · , x(0)

N (n)
)

x
(0)
i x

(1)
i

x
(1)
1 x

(1)
1

x
(1)
i

x̂
(1)
1 (k + 1)

根据  (i=1, 2, ···, N)的 1-AGO序列 ,

生成  的紧邻均值数列, 并对  建立微分方程,

当  (i=1, 2, ···, N)变化幅度较小时, 可得模型 1-

AGO序列预测值  [20]:

x̂
(1)
1 (k + 1) =

[
x
(0)
1 (1)− 1

a

N∑
i=1

bix
(1)
i (k + 1)

]
×

e−ak +
1

a

N∑
i=1

bix
(1)
i (k + 1) (1)

a b其中,   为发展系数,   为驱动系数.
x̂
(0)
1 (k + 1)累减还原解得原始序列预测值 :

x̂
(0)
1 (k + 1) = x̂

(1)
1 (k + 1)− x̂

(1)
1 (k) (2)

为简化建模过程, 传统 GM(1, N)预测模型的

背景值表达式固定为几何面积近似方程, 致使模型

参数估计产生误差; 其次, 模型结构单一, 泛化性能

不强, 导致模型预测鲁棒性较差. 因此, 本文从改进

背景值表达式及模型结构方面入手, 提出一种新的

多维灰色预测模型. 

2    IBSGM(1, N) 多维灰色预测模型
 

2.1    背景值优化

a b

a b

根据对构建灰色 GM(1, N)预测模型的研究发

现, 参数  和  是影响模型预测精度的重要因素, 而
 和  的取值取决于背景值的参数估计公式, 因此,

提高背景值表达式构造的准确性, 将直接提高模型

的预测精度.
x
(0)
1 x

(1)
1定义 1. 设  、  为原始序列及其对应的一

阶累加序列, 令

Z(1)(k) =
[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

, λ ∈ [0, 1]

(3)

Z(1) =
{
Z(1)(2), Z(1)(3), · · · , Z(1)(n)

}
x
(0)
1

λ

a b

称  为序列

 改进后的背景值序列, 式 (3)为改进的背景值

表达式, 其中参数  为背景值函数的调节因子, 称
为背景值系数, 且背景值系数的选取将会直接影响

系统参数  和  的计算值, 进而影响模型预测性能.

x
(0)
1定理 1. 对于给定的原始数据序列 , 定义 1

所给的优化背景值表达式 (3)存在的误差小于传统

背景值表达式存在的误差.即∣∣∣∣∣Z(1)(k)−
∫ k

k−1

x
(1)
1 (t)dt

∣∣∣∣∣<
∣∣∣∣∣Z(1)

0 (k)−
∫ k

k−1

x
(1)
1 (t)dt

∣∣∣∣∣
(4)

Z
(1)
0 (k)

Z(1)(k)

∫ k

k−1

x
(1)
1 (t)dt

式 (4) 中,    为传统模型背景值表达式,

 为改进后的背景值表达式,   为

实际背景值.
证明. 传统灰色预测模型中的背景值表达式为:

Z
(1)
0 (k) =

1

2
·
(
x
(1)
1 (k−1)+x

(1)
1 (k)

)
, k = 2, 3, · · · , n

(5)

x
(1)
1 (t)

[k − 1, k]

Z
(1)
0 (k)

abcd x
(1)
1 (t)

实际背景值的几何意义应为曲线  在区间

 与横轴间所围成的面积, 如图 1所示. 从图

中可以看出传统模型的背景值表达式  采用

所围梯形   的面积来近似表示曲线   与 x

轴的所围面积, 由此可以看出原始背景值计算公式

存在一定误差.

  

O k−1 k

X1
(1)

x1
(1)

x1
(1)
(k−1)

d

n

a

g

c e

f

b

(k)

 

图 1   背景值几何示意图 1
Fig. 1    Schematic diagram 1 of the background value

 

x
(1)
1 (k) > x

(1)
1 (k − 1)1)当  时

Sabce = x
(1)
1 (k − 1) Sabcfd > Sabce

m > 1 Sabcfd = m · Sabce

x
(1)
1 (k) > x

(1)
1 (k − 1)

此时背景值函数几何意义如图 1所示, 由图可

知,  , 且有 , 因此一

定存在  ,  使得满足  ,  因为

, 所以有

x
(1)
1 (k)

x
(1)
1 (k − 1)

> 1 (6)

λ1 > 0存在 , 使得(
x
(1)
1 (k)

x
(1)
1 (k − 1)

)λ1

> 1 (7)

令
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m =

(
x
(1)
1 (k)

x
(1)
1 (k − 1)

)λ1

(8)

Sabcfd = m · Sabce代入  可得:

Sabcfd =

(
x
(1)
1 (k)

x
(1)
1 (k − 1)

)λ1

· x(1)
1 (k − 1) (9)

Z(1)(k) = Sabcfd (10)

即

Z(1)(k)=
[
x
(1)
1 (k)

]λ1

×
[
x
(1)
1 (k−1)

]1−λ1

, 0 < λ1 < 1

(11)

x
(1)
1 (k) < x

(1)
1 (k − 1)2)当  时

Sabed = x
(1)
1 (k) Sabcfd > Sabed

m > 1 Sabcfd = m · Sabed

x
(1)
1 (k − 1) > x

(1)
1 (k)

此时背景值函数几何意义如图 2所示, 由图可

知 ,    ,  且有  ,  因此一

定存在  ,  使得满足  ,  因为

, 所以有

x
(1)
1 (k − 1)

x
(1)
1 (k)

> 1 (12)

λ2 > 0存在 , 使得(
x
(1)
1 (k − 1)

x
(1)
1 (k)

)λ2

> 1 (13)

令

m =

(
x
(1)
1 (k − 1)

x
(1)
1 (k)

)λ2

(14)

Sabcfd = m · Sabed代入  可得:

Sabcfd =

(
x
(1)
1 (k − 1)

x
(1)
1 (k)

)λ2

· x(1)
1 (k) (15)

Z(1)(k) = Sabcfd (16)

即

Z(1)(k)=
[
x
(1)
1 (k)

]1−λ2

×
[
x
(1)
1 (k−1)

]λ2

, 0 < λ2 < 1

(17)

因此, 改进背景值表达式可写为:

Z(1)(k) =
[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

, 0 < λ < 1

(18)

x
(1)
1 (k) = x

(1)
1 (k − 1)3)当  时

x
(1)
1 (t) [k − 1, k]

abcd

曲线  在区间  与横轴间所围成的

面积为矩形  的面积, 有

Sabcd = x
(1)
1 (k) = x

(1)
1 (k − 1) (19)

Z(1)(k) = Sabcd (20)

λ存在  = 0或 1, 使得

Z(1)(k) =
[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

, λ = 0或1

(21)

综上, 改进的背景值表达式可整合为:

Z(1)(k) =
[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

, λ ∈ [0, 1]

(22)

  □ 

2.2    IBSGM(1, N) 预测模型

x
(0)
1 =

(
x
(0)
1 (1), x

(0)
1 (2), · · · , x(0)

1 (n)
)

x
(0)
i =

(
x
(0)
i (1), x

(0)
i (2), · · · , x(0)

i (n)
)
, i = 2, 3, · · · , N

x
(1)
i (k) x

(0)
i (k) a, b1,

b2, · · · , bN−1, γ

定义 2. 设 

为系统的原始特征序列, 系统的相关因素序列记为

,

令   为   的一阶累加生成序列, 且  

 为待定参数, 定义改进的多维灰色预

测模型结构为

x
(0)
1 (k) + a×

[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

=

N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) + γ (23)

x
(0)
1 (k) a[

x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

∑N

i=2
bi−1x

(1)
i (k)

γ

称式 (23)为改进背景值及结构相容性的多维

灰色预测模型, 简称 IBSGM(1, N)模型. 式 (23)中
第一项  为原始特征序列, 第二项中  为系统

发展系数,   为改进后的

背景值表达式, 第三项  为相关因

素驱动项, 第四项  为灰色作用量.
x
(0)
1 (k)

x
(0)
1 (k + 1)

x
(1)
1 (k + 1)

式 (23)中  为需要模拟或预测的因变量,

若要对下一时刻  进行预测, 需已知原始

特征序列下一时刻的一阶累加  的值, 但

 

O k−1 k n

d

a

gc

e f

b

X1
(1)

x1
(1)
(k−1)

x1
(1)
(k)

 

图 2    背景值几何示意图 2

Fig. 2    Schematic diagram 2 of the background value
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x
(1)
1 (k + 1) 是未知的, 因此无法直接预测或模拟, 本

文给出并证明所提出的 IBSGM(1, N)模型的时间

响应函数.

定理 2. 对于定义 2中的 IBSGM(1, N)模型,

时间响应函数为

x
(1)
1 (k+1)=

(
x
(1)
1 (1)−

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k+1)+γ

)/
a

)
×

e−ak +

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k + 1) + γ

)/
a, k = 1, 2, · · · , n

(24)

证明. 根据式 (23)有灰微分方程:

x
(0)
1 (k) + a×

[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

=

N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) + γ (25)

引入矩阵向量记号:

u =



a

b1

b2

...

bN

γ


, Y =


x
(0)
1 (2)

x
(0)
1 (3)

...

x
(0)
1 (n)

 ,

B =



−[x
(1)
1 (2)]

λ
× [x

(1)
1 (1)]

1−λ

−[x
(1)
1 (3)]

λ
× [x

(1)
1 (2)]

1−λ

...

−[x
(1)
1 (n)]

λ
× [x

(1)
1 (n− 1)]

1−λ

x
(1)
2 (2) · · · x

(1)
N (2) 1

x
(1)
2 (3) · · · x

(1)
N (3) 1

...
...

... 1

x
(1)
2 (n) · · · x

(1)
N (n) 1

 (26)

u = [a, b1, b2, · · · , bN , γ]T采用最小二乘法求得 

u = (BTB)−1BTY (27)

灰微分方程的白化方程 (影子方程):

dx(1)
1

dt
+ a× Z(1)(k) =

N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) + γ (28)

解得周期响应函数:

x
(1)
1 (t) =

(
x
(1)
1 (1)−

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (t) + γ

)/
a

)
×

e−at +

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (t) + γ

)/
a

(29)

可求得时间响应函数:

x
(1)
1 (k+1)=

(
x
(1)
1 (1)−

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k+1)+γ

)/
a

)
×

e−ak +

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k + 1) + γ

)/
a

(30)

  □

解得还原值:

x
(0)
1 (k + 1) = x

(1)
1 (k + 1)− x

(1)
1 (k) (31)

 

2.3    模型的结构相容性

在灰色系统理论中, 有许多常见的单变量或多

变量预测模型, 如 GM(1, 1)、GM(1, N), 不同的模

型具有不同的结构和表达式, 其对应的适用场景也

有所差异. 从传统 GM(1, N)预测模型表达式中不

难看出, 当 N=1时, 该模型并不能等价于 GM(1,
1)预测模型, 因此, GM(1, N)与 GM(1, 1)模型结

构不相容, 即传统 GM(1, N)模型泛化能力弱, 适
用性较差. 而本文所提出的 IBSGM(1, N)模型在

满足一定条件时可以等价为传统 GM(1, 1)、GM(1,
N)模型, 具有较好的结构相容性.

N = 1 a · b · γ ̸= 0

命题 1. 对于所提出的 IBSGM(1, N)模型与传

统的 GM(1, 1)模型, 不考虑对背景值所做的优化

改进, 当 ,   时, IBSGM(1, N)模型

即为 GM(1, 1)模型.

a · b · γ ̸= 0

证明. 对于所提 IBSGM(1, N)模型, 当 N=1,
  时, 式 (23)变为

x
(0)
1 (k)+ a×

[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

= γ (32)

根据定义 1提出的改进背景值表达式:

Z(1)(k) =
[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

(33)

IBSGM(1, N)模型表达式可写为:

x
(0)
1 (k) + a× Z(1)(k) = γ (34)

N = 1 a · b · γ ̸= 0

显然, 式 (34)即为 GM(1, 1)模型表达式, 也
就是说当 ,   时, 不考虑对背景值所

做的优化改进, IBSGM(1, N)模型可以等价为 GM
(1, 1)模型, 称其与GM(1, 1)模型具有结构相容性.□

命题 2. 对于所提出的 IBSGM(1, N)模型与传
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N > 1 a · b ̸= 0, γ = 0

统的 GM(1, N)模型, 不考虑对背景值所做的优化

改进, 当 ,   时, IBSGM(1, N)
模型即为 GM(1, N)模型.

a · b ̸= 0 γ = 0

证明. 对于 IBSGM(1, N)预测模型, 当 N>1,
,  时, 式 (23)变为

x
(0)
1 (k) + a×

[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

=

N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) (35)

根据定义 1提出的改进背景值表达式:

Z(1)(k) =
[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

(36)

IBSGM(1, N)模型表达式可写为:

x
(0)
1 (k) + a× Z(1)(k) =

N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) (37)

N > 1 a · b ̸= 0, γ = 0

显然, 式 (37)即为 GM(1, N)模型表达式, 也
就是说当 ,   时, 不考虑背景值

所做的优化改进, IBSGM(1, N)模型可以等价为GM
(1, N)模型, 称其与原GM(1, N)模型具有结构相容性.
  □ 

3    模型性能比较与分析
 

3.1    背景值系数的估计

λ

ε ε λ

为了确定背景值系数的取值, 采用 MATLAB
对多维灰色预测模型进行数值分析, 通过穷举法计

算在不同  取值下 IBSGM(1, N)模型的平均拟合

误差 , 使  达到最小值时的  取值即为改进多维灰

色预测模型的最优背景值系数.
具体步骤如下:
步骤 1. 输入原始特征序列及相关因素序列在

MATLAB中建立 IBSGM(1, N)预测模型;

x
(0)
1 (k) + a×

[
x
(1)
1 (k)

]λ
×
[
x
(1)
1 (k − 1)

]1−λ

=

N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) + γ (38)

λ = 0步骤 2. 初始化背景值系数 ;
λ

ε

步骤 3.   以步长 0.01增加至 1迭代计算模型

平均拟合误差 ;
由定理 2可得一次累加序列模拟值:

x̂
(1)
1 (k) =

(
x
(1)
1 (1)−

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) + γ

)/
a

)
×

e−a(k−1) +

(
N∑
i=2

bi−1x
(1)
i (k) + γ

)/
a

(39)

x̂
(0)
1 (k)累减还原解得原始序列模拟值 , 进而求

得模型平均拟合误差:

ε =

∣∣∣x̂(0)
1 (k)− x

(0)
1 (k)

∣∣∣
x
(0)
1 (k)

, k = 1, 2, · · · , n (40)

ε

λ

步骤 4. 求得使平均拟合误差  取得最小值时

的  值即为 IBSGM(1, N)预测模型的最优背景值

系数解.

X
(0)
1

X
(0)
2

X
(0)
3 X

(0)
4

本文以寸草塔煤矿 22  301工作面瓦斯日均最

大浓度预测研究为例[21],   为特征序列日均瓦斯

最大浓度 (%), 相关因素序列   为工作面风量

(m3/min),   为瓦斯抽放量 (m3/min),   为瓦

斯涌出量 (m3/min), 采集相关数据记录如表 1所示.

  
表 1    寸草塔煤矿日均瓦斯浓度及影响因素

Table 1    Daily average gas concentration and
influencing factors in Cuncaota Coal Mine

序号 X1
(0) X2

(0) X3
(0) X4

(0)

1 0.34 0.34 21.7 0.34

2 0.34 0.29 18.1 0.36

3 0.26 0.29 25.3 0.31

4 0.26 0.41 21.4 0.33

5 0.23 0.51 25.3 0.28

6 0.22 0.37 22.3 0.29

7 0.21 0.38 23.2 0.23

8 0.17 0.41 22.5 0.35

9 0.17 0.36 24.1 0.19

10 0.16 0.48 22.9 0.25

 

λ ∈ [0, 1] λ

ϵ = λ = 1

λ = 1

利用 MATLAB 仿真实验, 当   时,   
从 0开始以 0.01的精度逐渐增大, 求得模型拟合误

差最小值  0.0337, 此时 .由此可得, 在该组

实验数据下, 当背景值系数  时, 模型拟合误差

最小、预测精度最高, 且 IBSGM(1, N)模型拟合误

差为 3.37%, 较传统 GM(1, N)预测模型拟合精度

有显著提高. IBSGM(1, N)与 GM(1, N)模型预测

模拟值对比见表 2. 

3.2    预测结果对比分析

为了检验所提出的 IBSGM(1, N)模型的性能,
本文进行了三个实例研究, 计算了 IBSGM(1, N)
多维灰色预测模型分别在三组实验数据下的模拟值

和预测结果误差, 并与其他常用的单变量和多变量

灰色预测模型的拟合情况及预测性能进行了对比分析.
例 1. 文献 [22]提出了一种可以构造出自变量

与因变量之间函数关系预测模型, 称为 OGM(1, N)
预测模型, 利用该模型对一种材料在 400℉至 1100℉
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温度范围内的抗拉强度和布氏硬度的实验数据进行

了实验, 实验数据如表 3所示, 由于温度条件的限

制, 该组样本只有 400℉至 1100℉范围内的 8组数

据, 具有小样本数据集特征.本文采用同样的数据比

较了 IBSGM(1, N)模型与其他灰色预测模型的模

拟和预测性能.

  
表 3    一种热处理钢在 400℉至 1100℉

的抗拉强度及布氏硬度

Table 3    The tensile strength and Brinell hardness of a
heat-treated steel from 400°F to 1100°F

序号 X1
(0) X2

(0) X3
(0)

1 897 514 400

2 897 495 500

3 890 444 600

4 876 401 700

5 848 352 800

6 814 293 900

7 779 269 1 000

8 738 235 1 100

 

X
(0)
1

X
(0)
2

X
(0)
3

[a, b1, b2, γ, λ]
T

示例实验数据中有三个变量, 其中  为特征

序列抗拉强度 (MPa), 相关因素序列  为布氏硬

度 (HBW),   为温度 (℉).取前七组数据作为建

模样本, 第八组数据作为测试样本, 利用MATLAB
建立的 IBSGM(1, N)模型进行计算, 得到模型参

数值  结果如表 4所示, 模型预测结

果及误差对比如表 5所示.
由表 4可以看出, 针对该组数据, IBSGM(1, N)

模型平均拟合误差为 0.0573%, GM(1, 1)模型拟合

误差小于 1%, 但预测误差接近 5%, GM(1, N)模型

拟合及预测误差较大, 预测性能不稳定. 相较于传

统 GM(1, 1)和 GM(1, N)灰色预测模型, IBSGM
(1, N)模型的平均拟合误差及预测结果相对误差均

要小得多, 且相较于文献 [22]中提出的 OGM(1, N)
模型, IBSGM(1, N)模型的模拟及预测性能也更胜

一筹.
四种模型的模拟预测结果如图 3所示, 可以看

出 IBSGM(1, N)模型实现了高精度预测, 且GM(1, N)
模型拟合性能较 GM(1, 1)更差, 验证了 GM(1, N)
模型缺陷分析的准确性, OGM(1, N) 与 IBSGM
(1, N)模型曲线均贴合实际值曲线, 但 IBSGM(1, N)
模型的模拟和预测性能更好.

例 2. 文献 [13]提出了一种改进动态背景值系

数 OBGM(1, N)模型, 通过粒子群算法寻找系统相

对误差最小值以此求解背景值系数, 利用该模型对

文献 [23]中给出的中国无线通信用户人数和其他

影响因素的数据进行了模拟预测, 实验数据如表 6

 
表 2    IBSGM(1, N)与 GM(1, N)模型预测模拟值误差对比

Table 2    Comparison of prediction and simulation errors between IBSGM(1, N) and GM(1, N) model

实际值 0.34 0.34 0.26 0.26 0.23 0.22 0.21 0.17 0.17 0.16 平均误差

GM(1, N) 0.34 0.259 0.364 0.367 0.188 0.269 0.135 0.347 0.054 0.113 0.38

IBSGM(1, N) 0.34 0.33 0.27 0.25 0.247 0.219 0.204 0.173 0.16 0.165 0.0337

 
表 4    IBSGM(1, N)模型的参数值

Table 4    Parameter values of IBSGM(1, N) model

a b1 b2 γ λ 

0.1711 0.2974 0.0247 728.1782 0

 
表 5    四种模型下预测结果和误差对比

Table 5    Comparison of prediction results and errors under the four models

序号 原始数据
IBSGM(1, N)模型 OGM(1, N)模型 GM(1, N)模型 GM(1, 1)模型

模拟值 相对误差 模拟值 相对误差 模拟值 相对误差 模拟值 相对误差

1 897 897 0 897 0 897 0 897 0

2 897 897.013 0.0015% 896.782 0.0243% 791.446 11.7674% 911.544 1.6214%

3 890 890.421 0.0473% 890.882 0.0991% 1 013.103 13.8317% 886.265 0.4197%

4 876 874.707 0.1476% 874.589 0.1611% 919.923 5.0140% 861.687 1.6340%

5 848 849.283 0.1513% 848.921 0.1086% 854.567 0.7744% 837.790 1.2040%

6 814 813.571 0.0527% 813.797 0.0250% 797.161 2.0686% 914.556 0.0683%

7 779 779.005 0.0007% 778.952 0.0062% 798.870 2.5507% 791.967 1.6646%

平均拟合误差 0.0573% 0.0606% 5.1438% 0.9446%

预测结果 预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

8 738 735.263 0.3709% 742.147 0.5619% 787.425 6.6972% 770.004 4.3366%
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所示, 该文献只公布了 2000年至 2010年相关数据,
属于小样本数据集. 本文采用同样的数据比较了

IBSGM(1, N)模型与其他灰色预测模型的模拟和

预测性能.
X

(0)
1

X
(0)
2

X
(0)
3 X

(0)
4

X
(0)
5

[a, b1, b2, b3, b4, γ, λ]
T

示例实验数据中有四个变量, 其中  为特征

序列用户人数 (万户), 相关因素序列  为移动交换

机容量 (万户),   为 GDP(亿元),   为长途交

换设备 (万端),   为本地交换设备 (万门).取前

十组数据作为建模样本, 第十一组数据作为测试样

本, 利用MATLAB建立 IBSGM(1, N)预测模型进

行仿真计算, 得到模型系统参数值 

结果如表 7所示, 模型预测结果及误差对比如表 8
所示.

由表 8可以看出, IBSGM(1, N)预测模型在该

组实验数据下的平均拟合误差为 0.25%, 而传统

GM(1, N)模型的拟合误差高达 21.59%, 相较于传

统 GM(1, 1)和 GM(1, N)灰色预测模型, IBSGM
(1, N)模型的平均拟合误差及预测结果相对误差均

要小得多, 且 IBSGM(1, N)模型的模拟及预测性

能比文献 [10]中的 OBGM(1, N)模型性能更好.

四种模型的模拟预测结果如图 4所示, 可以看

到在四种模型中 IBSGM(1, N)预测模型具有最高

的预测精度, 与实际数据拟合度最高, 拟合误差明

显小于 GM(1, N)与 GM(1, 1)模型, 虽然 OBGM

(1, N)模型也取得了较高的精度, 但 IBSGM(1, N)

模型由于背景值取值更加灵活, 结构相容性更强,

预测性能更好.

例 3. 文献 [24]提出了一种改进的多变量时滞

GM(1, N)预测模型, 利用该模型对浙江省经济总

产值与固定资产投资额进行预测, 实验数据如表 9

所示, 由于所用数据时《浙江省统计年鉴》只公布了
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图 3    例 1中四种模型的模拟预测结果曲线图

Fig. 3    Curves of simulated prediction results of the four models in Example 1
 

 
表 6    中国无线通信用户数量和相关因素

Table 6    Number of wireless communication users and related factors in China

序号 X1
(0) X2

(0) X3
(0) X4

(0) X5
(0)

1 8 453.3 13 985.6 99 241.6 563.5498 17 825.6

2 14 522.2 21 926.3 109 655.2 703.5769 25 566.3

3 20 600.5 27 400.3 120 322.7 773.01 28 656.8

4 26 995.3 33 698.4 135 822.8 869.3998 35 082.5

5 33 482.4 39 684.3 159 878.3 1 262.998 42 346.9

6 39 340.6 48 241.7 184 937.4 1 371.631 47 196.1

7 46 105.8 61 032 216 314.4 1 442.343 50 279.9

8 54 730.6 85 496.1 265 810.3 1 709.221 51 034.6

9 64 124.5 114 531.4 314 045.4 1 690.719 50 863.2

10 74 721.4 144 084.7 340 902.8 1 684.903 49 265.6

11 85 900.3 150 284.9 401.202 1 641.464 46 537.3

 
表 7    IBSGM(1, N)模型的参数值

Table 7    Parameter values of IBSGM(1, N) model

a b1 b2 b3 b4 γ λ 

0.5083 0.2095 −0.0067 0.7883 0.2811 −533.748 0
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2003 ~ 2011年的固定资产投资额数据, 具有小样本

数据集特征. 本文采用同样的数据样本比较了 IBSGM

(1, N)模型与其他灰色预测模型的模拟和预测性能.
X

(0)
1

X
(0)
2

[a, b1, γ, λ]
T

示例实验数据中有两个变量, 其中  为特征

序列浙江省经济总产值 (亿元), 相关因素序列 

为固定资产投资额 (亿元). 取前八组数据作为建模

样本, 第九组数据作为测试样本, 利用 MATLAB
建立的 IBSGM(1, N)模型进行计算, 得到模型参

数值  结果如表 10所示, 模型预测结果

及误差对比如表 11所示.

  
表 10    IBSGM(1, N)模型的参数值

Table 10    Parameter values of IBSGM(1, N) model

a b1 γ λ 

0.0048 0.3268 8.6375 1

 

由表 11可以看出, IBSGM(1, N)模型在该组

实验数据下的平均拟合误差为 1.52%, 而传统GM(1, N)
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图 4    例 2中四种模型的模拟预测结果曲线图

Fig. 4    Curves of simulation prediction results of the four models in Example 2
 

 
表 8    四种模型下预测结果和误差对比

Table 8    Comparison of prediction results and errors under the four models

序号 原始数据
IBSGM(1, N)模型 OBGM(1, N)模型 GM(1, N)模型 GM(1, 1)模型

模拟值 相对误差 模拟值 相对误差 模拟值 相对误差 模拟值 相对误差

1 8 453.3 8 453.3 0 8 453.3 0 8 453.3 0 8 453.3 0

2 14 522.2 14 487.37 0.24% 14 522.13 0 13 547.07 6.71% 18 836.59 29.71%

3 20 600.5 20 703.43 0.49% 20 767.87 0.81% 26 762.83 29.91% 22 465.68 9.05%

4 26 995.3 26 927.63 0.25% 27 021.5 0.10% 36 603.21 35.59% 26 793.96 0.75%

5 33 482.4 33 346.36 0.41% 33 260.96 0.66% 44 119.87 31.77% 31 956.14 4.56%

6 39 340.6 39 540.97 0.51% 39 664.41 0.82% 50 502.83 28.37% 38 112.87 3.12%

7 46 105.8 46 149.15 0.09% 46 512.32 0.88% 57 002.66 23.63% 45 455.77 1.41%

8 54 730.6 54 533.32 0.36% 54 578.75 0.28% 66 192.81 20.94% 54 213.37 0.95%

9 64 124.5 64 228.94 0.16% 64 095.54 0.05% 77 398.69 20.70% 64 658.22 0.83%

10 74 721.4 74 706.12 0.02% 74 999.45 0.37% 88 385.60 18.29% 77 115.40 3.20%

平均拟合误差 0.25% 0.4% 21.59% 5.36%

预测结果 预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

11 85 900.3 86 179.62 0.32% 85 586.72 0.37% 95 722.40 11.43% 91 972.60 7.07%

 
表 9    2003-2011年浙江省经济总产值与固定资产投资额

Table 9    2003-2011 Zhejiang province′s total economic
output value and fixed asset investment

序号 X1
(0) X2

(0)

1 9 705.02 4 180.38

2 11 648.7 5 384.38

3 13 417.7 6 138.39

4 15 718.47 6 964.28

5 18 753.73 7 704.9

6 21 462.69 8 550.71

7 22 990.35 9 906.46

8 27 722.31 11 451.98

9 32 318.85 14 077.25
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模型的拟合误差高达 11.01%, 传统 GM(1, 1)模型

拟合误差为 2.22%, 且相较于文献 [24]中提出的时

滞GM(1, N)预测模型, 本文所提出的 IBSGM(1, N)
预测模型在拟合效果及预测精度上都有更优的表

现, 对比三种模型的预测结果, IBSGM(1, N)模型

的预测相对误差为 0.66%, 实现了高精度预测.
四种模型的模拟预测结果如图 5所示, 可以看

到在四种模型中 IBSGM(1, N)预测模型具有最高

的预测精度, 与实际数据拟合度最高, 拟合误差明

显小于传统的 GM(1, N)、GM(1, 1)预测模型及时

滞 GM(1, N)预测模型. 分析实验结果表明, IBSGM
(1, N)模型由于背景值取值更加灵活, 结构相容性

更强, 使模型预测性能显著提高. 

4    结论

现有的传统 GM(1, N)多维灰色预测模型在实

际预测领域中应用并不广泛, 主要由于其背景值表

达式的构造存在较大误差及模型结构上存在缺陷.
传统灰色预测模型为简化建模过程, 其背景值表达

式固定用几何梯形面积近似方程来表示, 本文从背

景值函数的几何意义出发, 构造了一个新的背景值

表达式, 采用MATLAB数值分析对背景值系数的

取值进行优化, 并从理论上证明了新的背景值函数

相较传统模型背景值函数的误差更小. 考虑到传统

GM(1, N)预测模型在结构上与 GM(1, 1)等基础

预测模型不兼容的问题, 在模型中加入了灰色作用

量, 以反映自变量数据变换关系. 通过理论证明, 改
进的 IBSGM(1, N)模型具有与传统单变量和多变

量灰色预测模型的结构相容性. 本文通过对三个实

验案例的研究, 计算了 IBSGM(1, N)的模拟值和

预测误差, 并与其他常见的灰色预测模型进行了对

比分析, 可以看出, 由于本文所提 IBSGM(1, N)模
型背景值取值更加灵活, 结构相容性更强, 使模型

预测性能有显著提高.
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图 5    例 3中四种模型的模拟预测结果曲线图

Fig. 5    Curves of simulation prediction results of the four models in Example 3
 

 
表 11    四种模型下预测结果和误差对比

Table 11    Comparison of prediction results and errors under the four models

序号 原始数据
IBSGM(1, N)模型 时滞GM(1, N)模型 GM(1, N)模型 GM(1, 1)模型

模拟值 相对误差 模拟值 相对误差 模拟值 相对误差 模拟值 相对误差

1 9 705.02 9 705.02 0 9 705.02 0 9 705.02 0 9 705.02 0

2 11 648.7 11 660.78 0.10% 9 554.96 17.97% 9 991.74 20.43% 11 562.08 0.74%

3 13 417.7 13 602.45 1.38% 12 461.41 7.13% 16 856.45 33.23% 13 911.74 3.68%

4 15 718.47 15 802.97 0.54% 15 718.47 0.00% 18 698.06 10.94% 15 882.74 1.05%

5 18 753.73 18 230.98 2.79% 20 665.31 10.19% 19 884.38 2.99% 18 133.00 3.31%

6 21 462.69 20 922.41 2.52% 20 773.85 3.21% 21 595.31 8.91% 20 702.07 3.54%

7 22 990.35 24 049.57 4.61% 25 883.56 12.58% 25 006.36 8.77% 23 892.54 3.92%

8 27 722.31 27 659.11 0.23% 27 355.39 1.32% 28 491.67 2.78% 27 293.70 1.55%

平均拟合误差 1.52% 6.55% 11.01% 2.22%

预测结果 预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

9 32 318.85 32 104.52 0.66% 31 523.81 2.46% 34 864.8 7.88% 31 179.03 3.53%
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本文提出的结合背景值优化与改进模型结构相

容性方法, 在理论证明和实验分析中均取得了较好

的结果. 本文在对多维灰色预测模型的改进方法上

进行了创新, 所提出的 IBSGM(1, N)模型在预测

精度和结构相容性方面有较强的优势, 适用于常规

条件下的多变量灰色预测, 为灰色预测模型提供了

新的改进思路.在未来进一步的研究中可采用不同

参数优化及模型结构改进方法相结合, 针对不同应

用环境选取最优的预测模型.
在研究中发现, 对于文中实验案例给出的三组

数据, IBSGM(1, N)模型的背景值系数取值仅取

了 0和 1, 未作背景值系数取值的定性分析. 因此,
探究在更多不同实验数据下, 背景值系数的取值差

异及规律是未来需要继续展开的工作.
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