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摘    要   针对含有对抗关系和时变拓扑的耦合离散系统, 本文研究了这类系统有界双向同步问题 (Bounded bipartite syn-
chronization, BBS). 考虑了以下两种情形: 1)在某时刻所有个体不能划分为两个敌对阵营; 2)尽管在每一个时刻所有个体

都可以被划分为两个敌对阵营, 但每个阵营中的成员随着时间的推移而改变. 对于以上两种情形, 耦合系统不能达到双向同

步, 可以在一定条件下达到有界双向同步. 本文得到了使耦合离散系统达到有界双向同步的一些充分条件, 并通过一个数值

例子验证了所得结论的有效性.
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同步 (一致)行为是生物、生态、工程和社会科

学等领域中最普遍的群聚现象之一. 在过去十几年

里, 耦合系统中仅由局部交互引起的同步问题引起

了大量研究者的关注[1−5]. 在自然和工程系统中, 合作、

竞争关系普遍存在, 且很多实际系统同时存在合作

与竞争关系, 例如社会网络[6]、存在合作与竞争的种

群[7]、竞争性细胞神经元[8] 和个性化推荐[9]. 为了描

述系统中的合作与竞争关系, 研究者们引入了符号

图, 其中正数边表示合作关系, 负数边表示竞争关系.
目前, 越来越多的研究人员开始利用符号图来

研究网络中的各种群聚现象 [10−16]. 在文献 [10]中,
Altafini研究了定义在符号图上的一个积分器网络,
并得到了关于双向一致的一些定理. 这里的双向一

致表示所有的智能体都收敛到一个模量相等、符号

不同的值. 其中, 作者假设符号图是结构平衡的, 即
所有节点可以被分为两个阵营, 每个阵营内部是合

作关系, 两个阵营之间是竞争关系. 这个假设对双

向一致性结论的得出至关重要. 文献 [10]的结论推

广到了更一般的线性多智能体系统[11−13], 其中每个

智能体都由一个线性时不变系统表示. 例如对于有

向图上的积分器网络, 文献 [13] 在符号图含有生成

树的情况下得到了达到双向一致的一些充分条件.
很多研究者陆续对各种特定网络展开了双向同步问

题研究, 例如双向聚集[14]、区间双向一致[15]、含有时
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滞的双向一致[16] 等. 基于压缩性分析, 文献 [17] 研
究了耦合非线性网络的双向同步问题. 对于耦合离

散系统构成的网络, 其双向同步问题也受到了很多

研究者的关注[18−19]. 对于更多的关于双向同步的研

究, 可以参见综述文献 [20−21].
在实际系统中, 随着时间的推移, 网络的拓扑

结构可能会发生变化. 而且, 网络所形成的符号图

可能不满足结构平衡特性. 例如, 在社会网络中, 个
体之间的关系可能会由合作 (友谊)到竞争 (敌意)
变化, 反之亦然; 在多党制的国家, 很多成员经常会

从一个党派转向另一个党派. 当符号图不满足结构

平衡性时, 网络不能达到双向同步. 在文献 [22]中,
作者利用矩阵的最终为正性质, 分别研究了连续和

离散时间舆论动力学模型的动力学行为. 当符号图

随着时间变化的时候, 网络构成一个切换系统. 文
献 [23−24]考虑了所有符号图在结构上都是平衡的,
且敌对阵营的成员随着时间的推移是不变的情况.
具体地, 在文献 [23]中, 作者得到了使非线性系统

达到模同步的充分条件; 在文献 [24]中, 作者设计

了一种牵引控制, 使闭环系统实现双向同步. 如果

这些符号图中的节点随着时间变化, 那么双向同步

将不可能达到.
本文将研究含有对抗性关系和时变拓扑的耦合

离散系统的有界双向同步 (Bounded bipartite syn-
chronization, BBS)问题. 考虑以下情形: 1)在某些

时刻, 所有个体不能被分为两个敌对阵营; 2)虽然

所有个体可以被划分为两个阵营. 但所形成敌对阵

营中的成员会随时间改变. 当情形 1)和 2)出现时,
将这种耦合离散系统看成是一个特定网络的扰动,
在这个特定网络中, 所有的个体都可以被分成两个

敌对阵营, 且二者中的成员随着时间的推移会保持

不变. 在该特定网络的所有符号图都是连通的条件

下, 本文得到了使系统达到有界双向同步的一些充

分条件. 最后, 利用一个数值例子来说明所得结论

的有效性.
|x| x

Z+ ||y|| y IN

N 1N 1 N

⊗ A

λmin(A) λmax(A) A

diag{·} sgn(·)
s β (r, s)

β (0, s) ≡ 0 r,

β (r, s) lims→∞ β (r, s) = 0,

β (r, s)

本文符号说明如下:   表示实数  的绝对值,

 表示正整数域,   表示向量  的范数,   表示

 维单位矩阵,   表示元素都为  的  维列向量,
运算符   表示 Kronecker 积. 对于矩阵  , 符号

,   分别表示矩阵  的最小特征值和

最大特征值.   表示一个对角矩阵,   代表

符号函数. 如果对于每个固定的 , 函数  是

严格递增的且  , 对于每个固定的    函

数   是严格递减的且   那

么函数  称为 KL类函数. 

1    问题描述

N考虑包含  个离散系统的网络

xi(k + 1) = Axi(k) +Bui(k) (1)

i = 1, 2, · · · , N. xi ∈ Rn i

ui(k)

p G
(
Ek

)
k=1, 2, · · · , p σ(k) : Z+ →
P := {1, 2, · · · , p}

ui(k)

其中,     是第  个节点的状态,

A, B 是常数矩阵,   是控制输入. 假设网络的拓

扑在  个无向符号图   (符号图定义见附录 A),

 之间切换, 其中切换信号是 

, 它是一个分段右连续的函数.

控制输入  设计为

ui(k) = K

N∑
i=1

∣∣∣eσ(k)ij

∣∣∣ (sgn(eσ(k)ij

)
xj(k)− xi(k)

)
(2)

K eij G(Ek)

x=[xT1 · · · xTN ]T {ki : i=0, 1, · · · } σ(k)

T > 1 ki+1 − ki ≥ T,
∀i ≥ 0.

其中,   是一个需要设计的增益矩阵,   是图 

的边值. 令 ,    是 

的切换时刻. 存在正常数 , 使得 

T > 1 ki+1 − ki ≥ T ∀i ≥ 0

T > 1

注 1. 网络在切换信号下构成一个切换系统. 本文

中要求存在正常数 , 使得 ,  .

这里的  可以看成是驻留时间. 如果没有驻留

时间, 那么在有限时间内可能会有无限次切换, 对

于系统的收敛性会有很大影响.

G(Ek), k = 1, 2, · · · , p

G(Ek)

Ek = Ēk + wk

Ēk G(Ēk)

G(Ēk)

通常来说, 如果符号图结构平衡, 那么其所有

节点可以划分为两个敌对阵营, 其中每个阵营中的

个体之间的关系是合作的, 属于不同阵营的个体之间

的关系是对立的. 对于符号图 ,

可能存在以下情况: 1)虽然每一个符号图都满足结

构平衡, 即每个符号图都可以划分为两个敌对阵营,

但是每一个符号图的两个敌对阵营中的个体是不一

样的, 例如在多党派执政的国家, 一些个体随着时

间变化从一个阵营转移到另一个阵营; 2)可能存在

某些不满足结构平衡的符号图. 在这些情况下, 网

络很难达到双向同步. 为了研究这两种情况下的网

络的同步问题, 将这些符号图看成是某些特定结构

平衡符号图的扰动. 具体地, 假设符号图  的

邻接矩阵可以分为两个邻接矩阵, 即 ,

其中,   是关于符号图  的一个邻接矩阵. 把

控制输入 (2)中的符号图改为  可以得到一个

新的输入

ūi(k) = K

N∑
i=1

∣∣∣ēσ(k)ij

∣∣∣ (sgn(ēσ(k)ij

)
xj(k)− xi(k)

)
(3)

G
(
Ek

)
G(Ēk)

G(Ēk) k = 1, 2, · · · ,

因此, 由符号图  形成的耦合系统 (1)和

(2)可以看成是由符号图  形成的耦合系统 (1)

和 (3)的扰动. 而且, 假设符号图 ,  
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p {1, 2, · · · , N} V1

V2 Ψ (Ψ = diag{σ1, · · · , σN},
σi ∈ {±1}) ΨĒkΨ k = 1, 2, · · · , p

 的节点  可以划分为两个敌对阵营 ,

, 且存在一个符号矩阵 

, 使得矩阵  ,    都是

非负矩阵.

接下来, 本文将研究当控制输入为式 (2)时, 网

络 (1)将在何种条件下达到有界双向同步. 双向同

步和有界双向同步的定义分别如下.

ζ(k) ̸= 0, limk→∞(xi(k)− ζ(k)) =

0, ∀i ∈ V1, limk→∞ (xi(k) + ζ(k)) = 0, ∀i ∈ V2,

定义 1. 如果存在依赖于非零初始条件的函数

  使得以下条件成立:  

    那么

控制输入为式 (3)的网络 (1)达到双向同步.

ξ

β(·, ·) G(Ek) k = 1, 2, · · · , p)
||δ(k)|| ≤ β (||δ(0)||, t) + ξ δ(k) = x(k)−
1
N 1N ⊗ 1TN ⊗ Inx(k).

定义 2. 如果满足以下两个条件, 那么控制输入

为式 (2)的网络 (1)达到有界双向同步: 1)网络 (1)

在形式为式 (3)的控制输入下达到双向同步; 2)存

在一个正常数  (依赖于非零初始条件), 一个 KL类

函数  (依赖于图 ,  , 使得

   成立, 其中  

 

2    主要结论

G(Ēk) k = 1, 2, · · · , p

本节将研究以下两种情形: 1)在某些时刻, 所

有个体不能划分为两个敌对阵营; 2)虽然所有个体

可以划分为两个阵营, 但形成的敌对阵营中的成员会

随时间改变 .  如果符号图  ,    

都是连通的, 那么可以得到条件使得控制输入为式 (2)

的网络 (1)达到有界双向同步. 为此, 给出以下假设:

A假设 1. 假设矩阵  的所有特征值是模为 1的

半单特征值, 即所有约当块都是一维的.

进而, 针对存在对抗关系和时变拓扑的耦合离

散系统, 可以得到定理 1.

G(Ēk) k = 1, 2, · · · , p µ

∆j = Lj − L̄j

定理 1. 考虑网络 (1), 假定假设 1成立且符号

图 ,   连通. 如果存在  使得不等

式 (4)成立 (其中  ),

0<µ≤ min
∀j∈P

{
1(∥∥ΨL̄jΨ

∥∥+ ∥∆j∥
) ∥∥(ĀTB̄B̄TĀ

)∥∥
}
(4)

K=µBTP TPA

Ā = PAP−1 B̄ =

PB P Ā A

ξ =
√

σ2

σ1

∥x(0)∥(1+
√
1+θα)

θα , 0 < θ <

1, α = µλ2λmin(Ā
TB̄B̄TĀ)

2 , σ1 = λmin, σ2 = λmax (P
TP ),

λ2 = mink=1, 2, ···, p λ2(L̄
k).

那么控制输入为式 (2)的网络 (1)在 

时可以达到有界双向同步, 其中,  ,  

, 可逆矩阵  使得  是  的约当标准型. 而且,

其最终界为   其中  

  

K = µBTP TPA证明. 选择  , 则控制输入为式

(2)的网络 (1)变为

xi(k + 1) = Axi(k) + µBBTP TPA×
N∑
j=1

∣∣∣eσ(k)ij

∣∣∣[sgn(eσ(k)ij

)
xj(k)−xi(k)

]
(5)

i = 1, 2, · · · , N其中,  . 式 (5)可以写成如下所示的紧

凑形式.

x(k + 1) =[
(IN ⊗A)− Lσ(k) ⊗

(
µBBTP TPA

)]
x(k) (6)

x̄(k) = (IN ⊗ P )x(k)令 , 那么

x̄(k + 1) =
((
IN ⊗ Ā

)
−Lσ(k) ⊗

(
µB̄B̄TĀ

))
x̄(k) (7)

V1 (x̄(k)) =
1
2 x̄

T(k)x̄(k) V1令  , 那么   沿着式 (7)

的差分满足

V1(x̄(k + 1))− V1 (x̄(k)) =

− µ

2
x̄T(k)

(
Lσ(k) ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
×(

2IN ⊗ In − µLσ(k) ⊗
(
ĀTB̄B̄TĀ

))
x̄(k) (8)

基于条件 (4), 可得∥∥∥(2IN ⊗ In − µLσ(k) ⊗
(
ĀTB̄B̄TĀ

))∥∥∥ ≥

2−
∥∥∥µLσ(k) ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

)∥∥∥ ≥ 2− 1 = 1

V1 (x̄(k + 1))− V1 (x̄(k)) ≤

− µ

2
x̄T(k)

(
Lσ(k) ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
x̄(k) ≤ 0 (9)

V1 (x̄(k)) ∥x̄(k)∥ ≤ ∥x̄(0)∥
ȳ(k) = (Ψ⊗ P )x(k)

即得  是非递增的, 且有 . 令

, 在控制输入为式 (3)时, 形成

的闭环系统可表示为

ȳ(k + 1) =((
IN ⊗ Ā

)
−
(
ΨL̄σ(k)Ψ

)
⊗
(
µB̄B̄TĀ

))
ȳ(k) (10)

G(Ēk), k=1, 2, · · · , p {i=1, 2, · · · ,
N} V1 V2 G(Ēk),

k = 1, 2, · · · , p

由于图     的节点 

 可划分为两个敌对阵营   和  , 且图  

   是连通的, 基于定理 1[25], 可知网络

(1)和 (3)在任意切换信号下达到双向同步.

z(k) = (Ψ⊗ P )x(k)令 , 则控制输入为式 (2)的

网络 (1)可表示为

z(k + 1) =((
IN ⊗ Ā

)
−
(
ΨLσ(k)Ψ

)
⊗
(
µB̄B̄TĀ

))
z(k) (11)

zc(k)=
1
N

∑N
j=1 zj(k), δ̄i=zi(k)−zc(k)

δ̄(k) = (Ψ⊗ P ) δ(k), δ̄=[δ̄T1 · · · δ̄TN ]T,

令  , 则有

    其中  易得
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δ̄(k + 1) =
(
(IN ⊗A)−

(
ΨL̄σ(k)Ψ

)
⊗
(
µB̄B̄TĀ

))
×

δ̄(k)−
(
Ψ∆σ(k)Ψ

)
⊗
(
µB̄B̄TĀ

)
z(k) (12)

V2(δ̄(k)) =
1
2 δ̄

T(k)δ̄(k) V2令  , 那么   沿着式 (12)

的差分满足

V2

(
δ̄(k + 1)

)
− V2

(
δ̄(k)

)
=

− µ

2
δ̄T(k)

(
ΨL̄σ(k)Ψ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
×(

2IN ⊗ In − µΨL̄σ(k)Ψ⊗
(
ĀTB̄B̄TĀ

))
δ̄(k)−

δ̄T (k)
((
IN ⊗ ĀT)−(

ΨL̄σ(k)Ψ
)
⊗
(
µĀTB̄B̄T))×(

Ψ∆σ(k)Ψ
)
⊗
(
µB̄B̄TĀ

)
z(k)+

zT(k)
(
Ψ∆σ(k)Ψ

)2

⊗
(
µB̄B̄TĀ

)2
z(k) ≤

− µ

2
δ̄T (k)

(
ΨL̄σ(k)Ψ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
δ̄ (k)+

2
∥∥δ̄ (k)∥∥ ∥z (k)∥+ ∥z (k)∥2

G(Ēk) k = 1, 2, · · · , p
Qσ(k) ∈ RN×N

其中, 不等式第 1部分可由条件 (4)得到. 由于图

,   是连通的, 因而存在正交矩

阵   , 使得(
Qσ(k)

)T (
ΨL̄σ(k)Ψ

)
Qσ(k) =

diag
{
λ
σ(k)
1 , λ

σ(k)
2 , · · · , λσ(k)

N

}
0=λ

σ(k)
1 < λ

σ(k)
2 ≤ · · · ≤ λ

σ(k)
N , Qσ(k)=[q

σ(k)
1 ,

q
σ(k)
2 , · · · , qσ(k)N ] q

σ(k)
1 = 1N√

N
λ
σ(k)
1 = 0

δ̄(k)=(Qσ(k) ⊗In)δ̂(k) ((Qσ(k))T⊗
In)(Q

σ(k) ⊗ In) = InN δ̄Tδ̄ = δ̂Tδ̂ δ̄1 =

(q
σ(k)
1 ⊗ In)δ̂(k) = 0

其中,  

,   是特征值  对应

的特征向量. 令 , 由 

, 可得 . 又由于 

, 则可得

µ

2
δ̄T(k)

(
ΨL̄σ(k)Ψ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
δ̄(k) =

µ

2
δ̂T(k)

((
Qσ(k)

)T
ΨL̄σ(k)ΨQσ(k)⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
×

δ̂(k) =
µ

2
δ̂T(k)×(

diag
{
λ
σ(k)
1 , λ

σ(k)
2 , · · · , λσ(k)

N

}
⊗
(
ĀTB̄B̄TĀ

))
×

δ̂(k) ≥ µλ2

2
δ̂T (k)

(
ĀTB̄B̄TĀ

)
δ̂(k) ≥

µλ2λmin
(
ĀTB̄B̄TĀ

)
2

∥∥δ̄(k)∥∥2 =

α
∥∥δ̄(k)∥∥2

因此,

V
(
δ̄(k + 1)

)
− V

(
δ̄(k)

)
≤

− µ

2
δ̄T(k)

(
ΨL̄σ(k)Ψ⊗

(
ĀTB̄B̄TĀ

))
δ̄(k)+

2
∥∥δ̄(k)∥∥ ∥z(k)∥+ ∥z(k)∥2 =

− (1− θ)α
∥∥δ̄(k)∥∥2 − θα

∥∥δ̄(k)∥∥2 +
2
∥∥δ̄(k)∥∥ ∥z(k)∥+ ∥z(k)∥2 (13)

0 < θ < 1其中,  . 所以下面的关系成立:

− θα
∥∥δ̄(k)∥∥2 + 2

∥∥δ̄(k)∥∥ ∥z(k)∥+ ∥z(k)∥2 ≤ 0 ⇒

V2

(
δ̄(k + 1)

)
−V2

(
δ̄(k)

)
≤−(1−θ)α

∥∥δ̄(k)∥∥2 (14)

δ(k) = (Ψ⊗ P−1)δ̄(k)z(k) = (Ψ⊗ In) x̄(k) =

(Ψ ⊗ P )x(k), ∥x̄(k)∥ ≤ ∥x̄(0)∥ λmin(P
TP )×

∥δ(k)∥2≤ ∥δ̄(k)∥2≤λmax(P
TP ) ∥δ(k)∥2 ∥z(k)∥2≤

λmax(P
TP ) ∥x(0)∥2

由  

, 可得  
    以及 

. 若不等式条件 (15) 成立, 则式

(14)的左边部分成立.

− θα
∥∥δ̄(k)∥∥2 + 2

√
σ2 ∥x(0)∥

∥∥δ̄(k)∥∥+
σ2 ∥x(0)∥2 ≤ 0 (15)

当式 (16)成立时, 式 (15)成立.∥∥δ̄(k)∥∥ ≥
√
σ2 ∥x(0)∥

(
1 +

√
1 + θα

)
θα

(16)

∀
∥∥δ̄(k)∥∥ ≥

√
σ2∥x(0)∥(1+

√
1+θα)

θα因此, 对于 ,

V2

(
δ̄(k + 1)

)
− V2

(
δ̄(k)

)
≤ − (1− θ)α

∥∥δ̄(k)∥∥2 (17)
c1 = c2 =

1/2, c3 = − (1− θ)α, c=
√
σ2∥x(0)∥(1+

√
1+θα)

θα

ρ≥1, 0 < γ < 1,

x(0)

为了应用引理 1 (证明见附录 B), 取 

     . 因此,

存在正常数     使得对于每个初始状

态 , 网络 (1)和(2)的解满足∥∥δ(k)∥∥ ≤ ρ
∥∥δ(0)∥∥ γk +

√
σ2 ∥x(0)∥

(
1 +

√
1 + θα

)
θα

,

∀k ≥ 0

(18)

σ1 ∥δ(0)∥2 ≤
∥∥δ̄(0)∥∥2 ≤ σ2 ∥δ(0)∥2由于 , 可得

∥δ(k)∥ ≤ ρ

√
σ2

σ1
∥δ(0)∥ γk+

√
σ2

σ1

∥x(0)∥
(
1 +

√
1 + θα

)
θα

,

∀k ≥ 0 (19)

从而得到控制输入为式 (2)的网络 (1)达到有界双

向同步.  □

√
σ2

σ1

∥x(0)∥(1+
√
1+θα)

θα .

注 2. 由定理 1的证明过程可以看出, 最终界为

  因此, 为了使最终界比较小, 可
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∥x(0)∥ α以选择使  很小或者  很大的初始条件.
A

A ATA = I.

A

注 3. 在定理 1中, 假设矩阵  的所有特征值

是模为 1的半单特征值, 即所有约当块都是一维的.
在这种假设条件下, 矩阵  是正交矩阵, 即 

这时矩阵  是中立稳定的. 

3    数值例子

本节将给出一个数值例子来验证所得结论的有

效性.
N = 4 A, B例 1. 对于网络 (1), 令 , 其中矩阵  为

A =

 √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

 , B =

[
−1 2

2 0.5

]
(20)

A

σ(k) s ∈ Z+.

因为矩阵  是正交的, 所以假设 1成立. 定义

切换信号  如式 (21), 其中 

σ(k) =

{
1, k = 4s+ 1或 4s+ 2

2, k = 4s+ 3或 4s+ 4
(21)

G(Ei) i = 1, 2,

G(E2) V1 V2

G(Ē1) G(Ē2)

G(Ēi) i = 1, 2

V1 = {1, 2} V2 = {3, 4}

假设有两个无向图 ,   如图 1所示,
图  的节点不能划分为两个敌对阵营  和 .
假设  和  分别对应于图 2(a)和图 2(b).
可知图 ,   的节点能划分为两个敌对阵

营 ,  .

G(Ēi), i = 1, 2, Ψ =

diag{1, 1, −1, −1} ΨĒkΨ k = 1, 2

L̄1 L̄2

对于图      可选择符号矩阵  

 使得 ,   是非负矩阵,

根据其拉普拉斯矩阵  和  

L̄1=



1.7 −1 0 0.7

−1 2 1 0

0 1 3 −2

0.7 0 −2 2.7



L̄2 =



2.5 −1 0 1.5

−1 1.5 0.5 0

0 0.5 1.5 −1

1.5 0 −1 2.5


λ2=mink=1, 2 λ2(L̄

k)=1.5858 σ1= σ2=

1, λmin(Ā
TB̄B̄TĀ)=3.5570 µ=0.1, θ=0.9,

α=0.2820, ξ=0.6272, G(Ēi) i = 1, 2

σ(k)

可得 . 又由于   

. 如果选择 

  那么图 ,   描述的

网络 (1)和 (3)在切换信号  下的状态演变如图 3

所示, 可知该网络达到双向同步. 对于网络 (1), 在

 

−0.7
1 4

−12 3

−1.5
1 4

0.12 3

1 1

(a) 无向图 G(E1)
(a) The undirected signed

graph G(E1)

(b) 无向图 G(E2)
(b) The undirected signed

graph G(E2) 

G(Ei) i = 1, 2图 1    无向图  ,  

G(Ei) i = 1, 2Fig. 1    The undirected signed graph   ,  
 

 

−0.7
1 4

−1.02 3

1 2

−1.5

−0.5

1 4

2 3

1 1

(a) 无向图 G(E1)
(a) The undirected signed

graph G(E1)

(b) 无向图 G(E2)
(b) The undirected signed

graph G(E2)

−

−

−

−
 

G(Ēi) i = 1, 2图 2    无向图  ,  

G(Ēi) i = 1, 2Fig. 2    The undirected signed graph   ,  
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图 3    四智能体网络在拓扑为图 2、切换信号为

  时的时间演变过程

σ(k)

Fig. 3    Time evolution of 4-agent network with
topologies in Fig.2 and switching signal  
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G(Ei) i = 1, 2 σ(k)

ξ = 0.6272

图 ,   和切换信号  下的时间演变图

如图 4所示, 根据定理 1, 控制输入为式 (2)的网络

(1)能达到有界双向同步, 且终值为 . 在图 5
中, 明确地描述了范数误差和最终界.
 

4    结论

当存在对抗关系和切换拓扑时, 本文研究了耦

合离散线性系统的同步问题. 针对实际中可能存在

的两种情形, 研究了耦合离散系统的有界双向同步

问题, 得到了使闭环系统在任意切换信号下达到有

界双向同步的充分条件. 数值仿真验证了本文所得

理论的正确性. 本文的结论对于系统矩阵有一定的

要求, 后续工作将考虑更一般的情况. 

附录 A    符号图

G (V, ε)

V = {1, 2, · · · , N} ε = {(i, j) : i ̸= j, i, j ∈

V } ⊆ V × V E=(eij) G G (E)

G (E)

L=Cr − E, Cr=diag{
∑N

j=1 |e1j |, · · · ,
∑N

j=1 |eNj |}

(i, j) ∈ ε i, j

(j, i) , (i, j) ∈ ε, G (E)

ε+ = {(i, j) |eij > 0}, ε− = {(i, j) |eij < 0}, ε =

ε+ ∪ ε−. (i1, i2) , (i2, i3) , · · · , (il−1, il)

l − 1)

p G
(
Ek

)
= (V, εk, E

k)

k = 1, 2, · · · , p σ(k)

G(Eσ(k)) = (V, εσ(k), Eσ(k))

符号图  由一个有限节点集和一个边集组成, 节

点集记为 , 边集记为 

. 令  是图  的一个邻接矩阵, 利用 

来表示邻接矩阵为 E 的符号图, 图  的拉普拉斯矩阵定

义为  其中 .

由 i 到 j 的边  是有向边, 其中节点  分别称为父

节点和子节点. 如果   那么图  是无向图.

文中定义  

  由不同节点      所组成

的边的一个序列称为路径 (路径长度为 . 若符号图中的

任意两个不同节点之间存在路径, 则该图称为是强连通的.

已知包含相同节点集的   个符号图    ,

, 则在切换信号  下, 可以定义一个时变符

号图, 即   .
 

附录 B    预备引理

考虑如下差分方程

x(k + 1) = f (x(k)) (B1)

x ∈ Rn f : Rn → Rn f(0) = 0其中,  ,   是连续的,  .

V : Rn → Rn引理 1. 令  是一个连续函数, 且满足

c1 ∥x(k)∥2 ≤ V (x(k)) ≤ c2 ∥x(k)∥2 (B2)

∆V (x(k)) ≤ −c3 ∥x(k)∥2 , ∀ ∥x(k)∥ ≥ c ≥ 0 (B3)

∀k ≥ 0 ∀x ∈ Rn c, c1, c2, c3

x(0) ρ ≥ 1 0 < γ < 1 T ≥ 0

x(0) c)

其中,  ,  ,   是正常数. 那么, 对每个

初始状态 , 存在正常数 ,  , 有  (取决

于  和 , 使得系统 (B1)的解满足

∥x(k)∥ ≤ ρ ∥x(0)∥ γk, ∀0 ≤ k ≤ T (B4)

∥x(k)∥ ≤
cc2

c1
, ∀t ≥ T (B5)

Ωc =

{x ∈ Rn|V (x) ≤ c}, x(0) ∈ Ω

Ωc V (x(k)) Rn − Ωc

T Ωc

证明. 本引理证明类似于定理 4.18[26] 的证明. 令 

   若初始 , 则系统 (B1) 的解依赖

于 , 这是因为  在边界上是负的. 对于  内

部的某个解, 令  是它进入  的起始时刻, 则对于所有的
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图 4    四智能体网络在拓扑为图 1、切换信号为

  时的时间演变过程

σ(k)

Fig. 4    Time evolution of 4-agent network with
topologies in Fig.1 and switching signal  
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σ(k)图 5    四智能体网络在切换信号  下的范数误差和终值

σ(k)

Fig. 5    Norm error of the 4-agent network with
switching signal  
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k ∈ [0, T ] ∩ Z+, 有下式成立:

∆V (x(k)) ≤ −c3 ∥x(k)∥2 ≤ −
c3

c2
V (x(k))

因此,

V (x(k + 1)) ≤
(
1−

c3

c2

)
V (x(k)) ≤ · · · ≤

(
1−

c3

c2

)k

V (x(0))

V (x(k)) ≥ 0, c3/c2 < 1. (1− c3/c2) < 1.又由于  易得   所以 

可以得到

∥x(k)∥≤
(
V (x(k))

c1

) 1
2

≤
[
1

c1

(
1−

c3

c2

)k

c2 ∥x(0)∥2
] 1

2

=

√
c2

c1

√(
1−

c3

c2

)k

∥x(0)∥

ρ =
√

c2/c1 γ =
√

1− c3/c2令 ,  , 则可以得到

∥x(k)∥ ≤ ρ ∥x(0)∥ γk, ∀0 ≤ k ≤ T □
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