
 

 

基于折扣广义值迭代的智能最优跟踪及应用验证
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摘    要   设计了一种基于折扣广义值迭代的智能算法, 用于解决一类复杂非线性系统的最优跟踪控制问题. 通过选取合适

的初始值, 值迭代过程中的代价函数将以单调递减的形式收敛到最优代价函数. 基于单调递减的值迭代算法, 在不同折扣因

子的作用下, 讨论了迭代跟踪控制律的可容许性和误差系统的渐近稳定性. 为了促进算法的实现, 建立一个数据驱动的模型

网络用于学习系统动态信息, 同时构造评判网络和执行网络用于近似迭代代价函数和计算迭代跟踪控制律. 值得注意的是,
我们提出了新颖的停止准则来保证迭代跟踪控制律的有效性. 这种停止准则包含两个条件, 一个条件用来保证迭代跟踪控

制律的可用性, 这有利于评估误差系统的渐近稳定性; 而另一个条件用来确保跟踪控制律的近似最优性. 最后, 通过包括污

水处理在内的两个应用实例验证了本文提出的近似最优跟踪控制方法的可行性和有效性.
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Abstract   In this paper, based on the discounted generalized value iteration, an intelligent algorithm is designed to
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复杂非线性系统的控制与优化广泛存在于工业

和生活领域[1−2]. 针对一般的非线性系统, 通常采用

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程的框架来解

决其最优控制问题[3]. 由于这类偏微分方程的解析
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解难以获取, 于是人们提出许多方法求得 HJB方程

的近似解. 其中, 自适应动态规划 (Adaptive dy-
namic programming, ADP)整合了动态规划理论、

函数近似工具和强化学习机制, 能够获得令人满意

的近似最优控制策略[4−5]. 至今, ADP在解决复杂非

线性系统的最优控制问题上已有大量的成果, 例
如跟踪控制[6−8], 鲁棒控制[9−11] 和事件触发控制[12−14]

等. 根据基本的迭代形式, ADP算法通常分为值迭

代[15] 和策略迭代[16]. 针对一般离散非线性系统, 文
献 [15]详尽地阐明了具有零初始代价函数的值迭

代算法收敛性, 而文献 [16]讨论了策略迭代算法的

收敛性. 值得一提的是, 策略迭代算法需要一个初

始可容许控制律并且迭代过程中的控制律都能使得

系统稳定, 而值迭代过程中的迭代控制律可能是无

效的, 即不能保证系统的稳定性. 然而, 复杂非线性

系统的初始可容许控制律通常难以获取且策略迭代

过程中的计算量较大. 因此, 我们更关注如何改进

值迭代过程中迭代控制律的实用性. 传统值迭代算

法要求零初始条件并且迭代指标增大到无穷才能保

证控制律是可容许的. 但是在实际应用中, 算法必

须在有限迭代步骤内找到一个有效的控制律[17]. 因
此, 提出合适的停止准则对于算法的实现是至关重

要的. 为了保证迭代控制律的可用性以及克服传统

值迭代算法的不足, 广义值迭代算法应运而生[18−20].
广义值迭代算法允许任意一个半正定函数作为初始

代价函数, 这使得迭代代价函数的单调性不唯一.
针对非线性系统的最优控制, 文献 [17]讨论了无折

扣广义值迭代框架下迭代控制律的可容许性并提出

了一个新的迭代停止准则. 无折扣情况下单调递减

的代价函数序列能够保证所有的控制律都是可容许

的. 然而有折扣情况下单调递减的代价函数序列无

法保证迭代控制律的稳定性. 基于广义值迭代算法,
文献 [20]进一步指明了折扣因子与系统稳定性的

关系. 然而, 在带有折扣因子的广义值迭代算法中,
迭代控制律的可容许性以及折扣因子和初始代价函

数的关系还没有研究. 在本文中, 我们旨在进一步

研究折扣广义值迭代中迭代控制律的可容许性, 并
将广义值迭代算法推广到解决非线性系统的最优跟

踪问题中.
非线性系统的跟踪问题一直是工程领域的热点

之一. 传统控制方法存在参数固定和自适应能力差

的局限, 使其难以应对复杂的外界干扰. ADP方法

具有显著的自适应能力, 已广泛应用于求解复杂未

知非线性系统的跟踪问题. 为了实现有效的跟踪,
最优跟踪控制问题通常被转换为关于误差系统的最

优调节问题. 文献 [6]使用贪婪迭代启发式动态规

划 (Heuristic dynamic programming, HDP)算法

解决了无限时域的最优跟踪控制问题. 文献 [7]则
提出了一种有限时域的神经最优跟踪控制策略. 基
于执行-评判结构, 文献 [8]提出了一种部分模型未

知的自适应最优控制方法, 有效地解决了离散系统

的跟踪问题. 文献 [21]通过对误差系统建模从而解

决了带有控制约束的非线性系统跟踪问题. 然而,
这些研究更倾向于仿射系统或者对误差系统进行建

模. 仿射系统的稳定控制可以根据其表达式求解,
这有利于实现跟踪控制. 然而, 由于存在复杂的数

学模型或者模型信息未知, 非仿射形式的稳定控制

往往难以求解. 为了解决非仿射系统的跟踪控制问

题, 文献 [22]使用了一种新的数值方法来求解稳定

控制并避免了对误差系统建模. 利用数据驱动思想,
文献 [23]使用 HDP技术实现了对污水处理过程中

溶解氧和硝态氮浓度的跟踪控制. 文献 [24−25]运
用二次启发式动态规划算法克服了对称和不对称约

束情况下的复杂系统跟踪控制问题. 总之, 基于 ADP
的非线性系统最优跟踪控制研究已经取得了很大的

进展. 然而, 上述工作都是基于传统的值迭代算法,
并没有讨论迭代过程中误差系统的稳定性和跟踪控

制律的可容许性.
基于此, 本文提出一种基于折扣广义值迭代算

法的离散时间未知非线性系统近似最优跟踪控制方

法. 值得注意的是, 该算法的初始代价函数不为零

并且需要满足一定条件使得代价函数序列单调递

减. 在不同折扣因子的作用下, 我们讨论了迭代跟

踪控制律的可容许性和误差系统的稳定性. 通过收

集系统的输入输出样本数据来构造模型网络以评估

下一时刻状态和求解稳定控制. 评判网络和执行网

络分别用于近似代价函数和跟踪控制律. 此外, 我
们建立了一个新的停止准则作为迭代过程停止的依

据. 最后, 通过两个仿真实例验证了本文提出算法

的控制性能.
R Rn

Ω Rn

Rn×m n×m

n× n N = {0, 1, 2, · · · }
N+ = {1, 2, · · · }

在本文中,    表示所有实数集.    表示由全

部 n维实向量组成的欧氏空间. 令  为  上的一

个紧集.   表示   实矩阵组成的空间. In
为   维单位矩阵.   为所有非负

整数的集合.   为所有正整数的集合. 

1    问题描述

考虑一类具有非仿射形式的动态系统

x(k + 1) = F(x(k), u(k)), k ∈ N (1)

x(k) ∈ Rn u(k) ∈ Rm

F(·) Ω

其中,   是状态向量,   是控制向

量. 系统函数  相对于其参数在紧集  上是可微

的. 假设系统 (1)是可控的, 且其状态和控制量可观

测. 考虑跟踪问题, 我们的目标是设计一个反馈控
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u(x(k))制策略  使得原始系统 (1)跟踪上参考轨迹.
这里, 定义有界参考轨迹为

r(k + 1) = R(r(k)), k ∈ N (2)

r(k) ∈ Rn k R(·) : Rn → Rn

u(r(k))

r(k + 1) = F(r(k), u(r(k)))

其中,   是  时刻的参考轨迹,  
是一个可微的函数. 不失一般性, 我们假设存在

一个相对于参考轨迹的稳定控制  满足方程

 并且可以求解. 对于仿射

系统, 其稳定控制可以通过状态矩阵和控制矩阵的

构造形式来求解. 然而, 对于非仿射系统, 上述稳定

控制的求解方法已不适用. 因此, 本文将在后续部

分给出非仿射系统稳定控制的求解方法. 为了构造

误差系统, 分别定义跟踪误差和跟踪控制律为

e(k) = x(k)− r(k) (3)

和

u(e(k)) = u(x(k))− u(r(k)) (4)

基于式 (1) ~ (4), 可以得到如下所示的误差系

统动态

e(k + 1) = F(e(k) + r(k),

u(e(k)) + u(r(k)))−R(r(k)) (5)

e(k) → 0

u(e(k))

最优跟踪控制的思想是通过调节跟踪误差系

统 (5)使得误差衰减到零向量, 即  . 假设误

差系统是可控的, 那意味着存在至少一个连续的跟

踪控制律   使得误差系统渐近稳定 .  受文

献 [6−7, 22]启发, 针对含有折扣因子的误差系统最

优调节问题, 我们定义如下所示的代价函数

J (e(k)) =

∞∑
l=k

γl−kU(e(l), u(e(l))) (6)

γ ∈ (0, 1] U(e(l), u(e(l))) ≥ 0

U(0, 0) = 0

U(e(l), u(e(l))) = eT(l)Qe(l)+

uT(e(l))Ru(e(l)) Q R

Q(e(l)) +R(u(e(l)))

Ω

u(e(k))

其中 ,     是折扣因子 ,    

是效用函数,    . 在本文中, 效用函数选

为二次型形式 ,  即    

 , 其中  和  是正定矩阵. 简洁起

见, 效用函数中的二次型重写为  .

待设计的跟踪控制律不仅需要在  上使得误差系

统稳定, 并且需要使得式 (6)中的代价函数有界, 即

 是可容许的跟踪控制律[15, 26]. 对于误差系统

(5), 假设存在至少一个可容许的跟踪控制律. 接下

来, 式 (6)中的代价函数可以进一步写为

J (e(k)) = U(e(k), u(e(k))) + γJ (e(k + 1)) (7)

最优跟踪控制问题的核心是找到一个最优跟踪

控制策略使得代价函数 (7)最小, 这种最小的代价

函数也称为最优代价函数. 根据 Bellman最优性原

理, 最优代价函数满足如下所示的 HJB方程

J ∗(e(k)) = min
u(e(k))

{U(e(k), u(e(k))) +

γJ ∗(e(k + 1))} (8)

因此, 相应的最优跟踪控制策略为

u∗(e(k)) = arg min
u(e(k))

{U(e(k), u(e(k))) +

γJ ∗(e(k + 1))} (9)

对于本文中的一般非线性系统, 由于最优代价

函数和最优跟踪控制策略不能够精确地求解, 我们

使用广义值迭代算法来获取其近似解. 

2    面向智能最优跟踪的折扣广义值迭代

在本节中, 我们给出带有折扣因子的广义值迭

代算法并讨论折扣广义值迭代算法的性质. 

2.1    折扣广义值迭代算法推导

{Vi(e(k))} {νi(e(k))}
i ∈ N

V0(e(k)) =

eT(k)Λe(k) Λ i =

0, 1, · · ·

基于值迭代思想, 我们构建两个迭代序列, 即代

价函数序列  和跟踪控制律序列  ,
其中  为迭代指标. 不同于传统的值迭代算法,
广义值迭代算法允许采用任意一个半正定函数进

行初始化 .  在此 ,  令初始代价函数为    

 , 其中,   是一个半正定的矩阵. 对于  
 , 算法的学习过程包括以迭代方式计算跟踪

控制律

νi(e(k)) = arg min
u(e(k))

{
U(e(k), u(e(k))) +

γVi(e(k + 1))
}

(10)

和代价函数

Vi+1(e(k)) = min
u(e(k))

{
U(e(k), u(e(k))) +

γVi(e(k + 1))
}

(11)

为了最小化迭代过程中的代价函数, 迭代跟踪控制

律的形式为

νi(e(k)) = −γ

2
R−1

(
∂e(k + 1)

∂u(e(k))

)T
∂Vi(e(k + 1))

∂e(k + 1)
(12)

∂e(k + 1)

∂u(e(k))

值得一提的是, 本文没有对误差动态系统 (5)
进行建模. 对误差系统进行建模会增大计算量并且

引入新的逼近误差. 因此, 为了克服求解  的

困难, 我们基于文献 [22]引入如下的一个转换公式

∂e(k + 1)

∂u(e(k))
=

∂x(k + 1)

∂u(x(k))
(13)
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e(k + 1) u(e(k))

∂x(k + 1)

∂u(x(k))

进而, 式 (12)中  相对于  的偏导

数转换为   , 后者的获取通过对原系统建

立的模型网络来实现, 这样既减少了计算量, 又能

避免误差系统建模过程中逼近误差对控制器设计产

生的不利影响. 

2.2    折扣广义值迭代算法性质

接下来, 我们重点关注折扣广义值迭代算法的

性质, 包括单调性、有界性、收敛性和最优性.
{νi}

{Vi} V0(e(k)) =

eT(k)Λe(k) e(k) ∈ Ω V0(e(k)) ≤
V1(e(k)) Vi(e(k)) ≤ Vi+1(e(k)) ∀i ≥ 0

V0(e(k)) ≥ V1(e(k)), Vi(e(k)) ≥ Vi+1(e(k)),

∀i ≥ 0

引理 1 (单调性). 定义跟踪控制律序列  和代

价函数序列  如式 (10)和式 (11)所示,  
 . 对于所有的   , 如果  

 , 则  ,   ; 另一方面,
如果    则  

 .
π(e(k))

π(0) = 0

引理 2 (有界性). 令  是一个任意的控制

策略且  . 我们定义一个新的迭代代价函数为

Zi+1(e(k)) = U(e(k), π(e(k))) + γZi(e(k + 1)) (14)

π(e(k)) limi→∞ Zi(e(k))如果  是可容许控制律, 则 

有界.

{Vi}

引理 1和引理 2的证明可通过与文献 [17]类
似的方法给出, 只需注意折扣因子的存在. 引理 1
中的单调性是至关重要的, 这也是广义值迭代算法

和传统值迭代算法的最大区别. 传统值迭代算法中

的  是一个单调非减序列, 而广义值迭代算法中

代价函数序列的单调性不唯一. 事实上, 单调递减

的代价函数序列有利于判断系统的稳定性和控制律

的可容许性. 无折扣广义值迭代算法的收敛性已在

文献 [17−18]中给出. 接下来, 我们将阐明具有折扣

因子的广义值迭代算法的收敛性.
0 ≤ γJ ∗(e(k+

1)) ≤ δU(e(k), u(e(k))) (0 < δ < ∞)

0 ≤ δJ ∗(e(k)) ≤ V0(e(k)) ≤
δJ ∗(e(k)) 0 ≤ δ ≤ 1 ≤ δ < ∞

{νi} {Vi}
V0(e(k)) = eT(k)Λe(k)

定理  1  (收敛性 ) .  假设条件    

     一 致 成 立 且

初始代价函数满足   
 , 其中    . 如果跟踪控

制律序列  和代价函数序列  按照式 (10)和
式 (11)进行迭代更新, 且  , 则
代价函数序列通过以下的不等式一致收敛到最优代

价函数(
1 +

δ − 1

(1 + δ−1)i

)
J ∗(e(k)) ≤ Vi(e(k)) ≤(

1 +
δ − 1

(1 + δ−1)i

)
J ∗(e(k)) (15)

i = 0 δJ ∗(e(k)) ≤ V0(e(k))

证明. 首先, 用公式推导来证明不等式的左边

部分 .  当   时 ,     成立 .  当

i = 1 时, 可以得到

V1(e(k)) =

min
u(e(k))

{
U(e(k), u(e(k))) + γV0(e(k + 1))

}
≥

min
u(e(k))

{
U(e(k), u(e(k))) + γδJ ∗(e(k + 1))

}
≥

min
u(e(k))

{(
1− δ

1− δ

1 + δ

)
U(e(k), u(e(k))) +(

δ +
1− δ

1 + δ

)
γJ ∗(e(k + 1))

}
=(

1 +
δ − 1

1 + δ−1

)
J ∗(e(k)) (16)

i− 1

i

假设不等式 (15) 的左边部分对于   成立.

对于  , 可以进一步得到

Vi(e(k)) =

min
u(e(k))

{U(e(k), u(e(k))) + γVi−1(e(k + 1))} ≥

min
u(e(k))

{
U(e(k), u(e(k))) +

(
1 +

δ − 1

(1 + δ−1)i−1

)
γJ ∗(e(k + 1)) +

δi−1 (δ − 1)

(1 + δ)i
(
δU(e(k), u(e(k))) −

γJ ∗(e(k + 1))
)}

=

(
1 +

δ − 1

(1 + δ−1)i

)
min

u(e(k))

{
U(e(k), u(e(k))) +

γJ ∗(e(k + 1))

}
=

(
1 +

δ − 1

(1 + δ−1)i

)
J ∗(e(k)) (17)

i → ∞
0 < δ < ∞

不等式 (15)右边的证明过程与之类似, 这里不

再详细展开. 接下来, 我们将证明随着迭代指标增

加到无穷时代价函数的一致收敛性. 当  时,

对于  , 可以推导出

lim
i→∞

{(
1 +

δ − 1

(1 + δ−1)i

)
J ∗(e(k))

}
= J ∗(e(k))

(18)

和

lim
i→∞

{(
1 +

δ − 1

(1 + δ−1)i

)
J ∗(e(k))

}
= J ∗(e(k))

(19)

V∞(e(k)) = limi→∞ Vi(e(k)),定义    进一步可以
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V∞(e(k)) = J ∗(e(k)) Ω得到   . 因为   是紧集, 因此可

以得到代价函数序列一致收敛[18].   □

|Vi+1(e(k))− Vi(e(k))| < ς

ς νi(e(k))

|Vi+1(e(k))−
Vi(e(k))| < ς νi(e(k))

实际中值迭代算法的迭代指标不可能增大到无

穷, 算法必须在有限的迭代步骤内停止. 通常值迭

代过程的停止准则为  , 其中

 是一个小的正数, 此时相应的跟踪控制律 

可作用于受控系统. 然而, 满足条件   
 的    可能不是可容许的跟踪控

制律, 而只是一致最终有界的跟踪控制律[17]. 因此,
在有限的迭代次数内提出更合理的准则来判断系统

稳定性和跟踪控制律的可容许性是必要的. 接下来,
我们着重分析跟踪控制律的可容许性.

νi(e(k))

Vi(e(k)) V0(e(k)) =

eT(k)Λe(k) e(k) ̸= 0

νi(e(k))

定理 2. 定义迭代跟踪控制律  和迭代代

价函数  如式 (10)和式 (11)所示,  
 . 对于任意的  , 如果跟踪控制律

 使得下式成立

Vi+1(e(k))− γVi(e(k)) < U(e(k), νi(e(k))) (20)

i则迭代指标为  时的跟踪控制律是可容许的.
−∞ <

ϱ < 1

证明. 根据式 (20), 一定存在一个常数 

 满足

Vi+1(e(k))− γVi(e(k)) < ϱU(e(k), νi(e(k))) (21)

将式 (11)代入式 (21), 可得

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) <

1

γ
(ϱ− 1)U(e(k), νi(e(k))) (22)

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) < 0 νi(e(k))

不等式 (22)的右半部分是一个负数, 于是可得

 , 这意味着  是一个

稳定控制律. 此外, 通过扩展不等式 (22)可以得到

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) <

1

γ
(ϱ− 1)U(e(k), νi(e(k)))

Vi(e(k + 2))− Vi(e(k + 1)) <

1

γ
(ϱ− 1)U(e(k + 1), νi(e(k + 1)))

...

Vi(e(k +N))− Vi(e(k +N − 1)) <
1

γ
(ϱ− 1) ×

U(e(k +N − 1), νi(e(k +N − 1))) (23)

νi(e(k)) N → ∞
limN→∞ Vi(e(k +N)) = 0.

因为   是一个稳定控制律, 当   ,
可以得到    于是, 式 (23)
可将进一步归纳为

1

γ
(1−ϱ)

∞∑
j=0

U(e(k+j), νi(e(k+j))) < Vi(e(k)) (24)

−∞ < ϱ < 1 e(k) Vi(e(k))∑∞
j=0 U(e(k + j), νi(e(k+

j))) γ ∈ (0, 1]∑∞
j=0 γ

jU(e(k + j), νi(e(k + j)))

对于   和有界的   而言,   
是有界的. 由此可以得到  

 是有界的. 由于折扣因子的取值范围为   ,
进一步地, 可以得到  

是有界的, 这满足了可容许性的条件.   □

νi(e(k))

νi+η(e(k)) η ∈ N+.

νi(e(k))

νi(e(k))

νi+η(e(k))

定理 2中给出了迭代跟踪控制律的可容许性判

别条件. 需要注意的是, 可容许的  并不能保

证跟踪控制律   也是可容许的 ,    

此外,   也不一定是近似最优控制律. 我们希

望如果当前迭代步的跟踪控制律   为可容

许控制律 ,  则该迭代步之后的所有跟踪控制律

 都是可容许的.
V0(e(k)) >

V1(e(k))

在无折扣广义值迭代算法框架下, 当 

 时, 迭代代价函数将以单调递减的形式收

敛, 即

Vi+1(e(k)) = U(e(k), νi(e(k))) + Vi(e(k + 1)) <

Vi(e(k)), i ∈ N (25)

根据式 (25), 可以得到

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) < 0 (26)

V0(e(k)) > V1(e(k))

Λ

Vi+1(e(k)) < Vi(e(k))

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) < 0

V0(e(k)) > V1(e(k))

这表明每一个迭代步的跟踪控制律都能够镇定

被控系统. 这不仅克服了传统值迭代中控制律无法

确保系统稳定的困难, 也避免了在策略迭代中求取

初始可容许控制律. 值得一提的是, 代价函数单调

递减的条件   是容易实现的, 例
如增大初始代价函数中矩阵  的元素值. 然而, 式
(25)中引入折扣因子后,   成立

并不能保证   成立 . 接下

来, 利用单调递减代价函数具有的显著优势, 我们

进一步将上述结论推广到具有折扣因子的广义值

迭代算法. 因此, 后续的学习和分析过程都是在

 的前提条件下进行.
νi(e(k))

Vi(e(k)) V0(e(k)) =

eT(k)Λe(k). e(k) ̸= 0, γ

定理 3. 定义迭代跟踪控制律  和迭代代

价函数  如式 (10)和式 (11)所示,  
  对于任意的   如果折扣因子 

满足

γ > 1− Q(e(k))

V0(e(k))
, 0 < γ ≤ 1 (27)

νi(e(k)) i ∈ N则  ,   , 是可容许的跟踪控制律.
V0(e(k)) > V1(e(k))证明. 当  时, 可以得到

Vi+1(e(k))− Vi(e(k)) =

U(e(k), νi(e(k))) + γVi(e(k + 1)) −
Vi(e(k)) < 0 (28)

根据式 (28), 可以得到
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γVi(e(k + 1))− γVi(e(k)) <

− U(e(k), νi(e(k))) + (1− γ)Vi(e(k)) (29)

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) < 0,为了实现    折扣因

子需要满足以下不等式

0 < 1− U(e(k), νi(e(k)))

Vi(e(k))
< γ ≤ 1, e(k) ̸= 0 (30)

νi(e(k))

νi(e(k))

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) < 0

−∞ < ϱ < 1,

即当式 (30)成立时,   是一个稳定的跟踪控

制律. 接下来, 我们证明  是一个可容许的跟

踪控制律. 当  时, 存在一

个常数   使得

Vi(e(k + 1))− Vi(e(k)) < (ϱ−1)U(e(k), νi(e(k)))

Vi(e(k + 2))− Vi(e(k + 1)) < (ϱ− 1) ×
U(e(k + 1), νi(e(k + 1)))

...
Vi(e(k +N))− Vi(e(k +N − 1)) < (ϱ− 1) ×

U(e(k +N − 1), νi(e(k +N − 1))) (31)

进而可得

(1− ϱ)

∞∑
j=0

U(e(k + j), νi(e(k + j))) < Vi(e(k)) (32)

Vi(e(k)) ∑∞
j=0 γ

jU(e(k + j), νi(e(k + j)))

νi(e(k))

U(e(k), νi(e(k)))

νi(e(k))

Q(e(k)) ≤
U(e(k), νi(e(k)))

由于   是有界的, 结合式 (32) 的左边,
进一步可以得到  

有界, 这意味着  是一个可容许的跟踪控制

律. 由于  不具备单调特性, 因此式

(30)的成立只能表明  可以使得误差系统稳

定, 不能作为通用的判别准则. 考虑到   
 , 可以得到

1− U(e(k), νi(e(k)))

Vi(e(k))
< 1− Q(e(k)))

Vi(e(k))
, e(k) ̸= 0 (33)

νi(e(k))

Ψi(e(k)) =

1−Q(e(k))/Vi(e(k)) {Vi(e(k))}
{Ψi(e(k))}

γ > Ψi(e(k))

γ > Ψi+η(e(k)), η ∈ N+, νi(e(k))

νi+j(e(k)))

γ > Ψi(e(k)) Vi+η(e(k+1))−
Vi+η(e(k)) < 0,

∑∞
j=0γ

jU(e(k + j), νi+η×
(e(k + j)))

即当折扣因子大于式 (33)右半部分时, 即可保证跟

踪控制律  的可容许性. 式 (33)右侧的条件

比左侧更加严格, 但其优点显著, 能够保证此后所

有迭代控制律的可容许性. 为了方便, 定义 

 . 由于  是一个单调递

减的序列, 可以得到  也是一个单调递减

的序列. 当条件  成立时, 我们可以得到

      这意味着   及以后

所有的迭代跟踪控制律   都是可容许的.

也就是说, 条件  既保证  

  同时使得  

 有界. 根据代价函数的单调性, 有

Vi+η(e(k)) < Vi(e(k)) < · · · < V0(e(k)), η ∈ N+

由此可以推出

Ψi+η(e(k)) < Ψi(e(k)) < · · · < Ψ0(e(k)), η ∈ N+

(34)

γ > Ψ0(e(k)) =

1−Q(e(k))/V0(e(k))

因此 , 我们最终可以得到 , 当  

 时, 每一个迭代步的跟踪控制

律都是可容许的.  □

γ = 1

1

γ = 1

1 γ >

Ψi(e(k))

|Vi+1(e(k))− Vi(e(k))| <
ς γ > Ψi(e(k))

值得一提的是, 在代价函数单调递减的情况下,
 能够满足定理 3中的所有判别条件, 具有显

著的优势. 折扣因子不为  时, 迭代控制律的可容

许性得不到保证. 在下文中, 为了验证一般折扣因

子的作用, 折扣因子不再取  . 事实上, 式 (27)
提出的可容许判别准则相对比较严格, 要求接近于

 的折扣因子. 于是, 为了更易实现算法, 我们使用 

 作为实际的判别准则. 总而言之, 本文提出

的迭代算法的停止准则为  

 和  , 其中第 1项用于保证跟踪控制律

的近似最优性, 而第 2项用于保证跟踪控制律的可

容许性. 值得一提的是, 本文提出的稳定性条件是

一个充分条件, 折扣因子较大时容易满足该条件从

而使得控制律稳定, 而折扣因子较小时不能满足该

稳定条件, 其稳定性无法确定. 

3    基于神经网络的算法实现

x(k + 1)

u(x(k))

由于系统 (1)是非仿射的, 稳定控制和 

相对于  的偏导数难以求解. 在本文中, 我们

建立一个模型网络来辨识系统以求解稳定控制和上

述偏导数. 此外, 分别构造评判网络和执行网络来

近似代价函数和跟踪控制律. 接下来, 我们给出基

于折扣广义值迭代算法的神经网络实现方案.
构造一个模型网络以学习非线性系统动态, 从

而避免对系统精确数学模型的要求. 通过输入状态

和控制律, 模型网络的输出表达式为

x̂(k + 1) = ωT
m2Θm(ωT

m1xm(k) + bm1) + bm2 (35)

xm(k) = [xT(k), uT(x(k))]T ωm2 ωm1

bm2 bm1 Θm

其中,    ,    和   是权

值矩阵,    和   是阈值向量,    是激活函数.
不失一般性, 定义模型网络的训练性能指标为

Em =
1

2
[x̂(k+1)−x(k+1)]T[x̂(k+1)−x(k+1)] (36)

本文中, 我们使用MATLAB神经网络工具箱

来训练模型网络. 值得一提的是, 模型网络在算法

的迭代过程开始前已经完成训练. 对于仿射系统,
稳定控制的求解依赖于原始系统的状态矩阵和控制

矩阵. 然而, 本文的原始系统函数是非仿射的, 这就

导致稳定控制的求解变得困难. 因此, 我们使用训
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练好的模型网络表达式来求解稳定控制, 即

r(k + 1) = ωT
m2Θm(ωT

m1rm(k) + bm1) + bm2 (37)

rm(k) = [rT(k), uT(r(k))]T.

u(r(k))

u(r(k))

其中,    由于式 (37)中除

了  以外都是已知变量, 我们可以通过数值方

法来计算稳定控制  .

Vi(e(k)) e(k)

在这里, 我们利用评判网络来近似代价函数

 . 对于输入  , 评判网络的近似值为

V̂i(e(k)) = ωT
c2Θc(ω

T
c1e(k)) (38)

ωc2 ωc1 Θc其中,   和  是相应的权值矩阵,   是激活函

数. 结合式 (11)和式 (38), 定义评判网络的训练性

能指标为

Ec
i =

1

2
[V̂i(e(k))− Vi(e(k))]

T[V̂i(e(k))− Vi(e(k))]

(39)

Ec
i i其中, 训练性能指标  随着迭代指标  不断变化.

ωa2 ωa1通过权值矩阵   和   , 我们使用执行网络

来近似迭代跟踪控制律

ν̂i(e(k)) = ωT
a2Θa(ω

T
a1e(k)) (40)

Θa其中,   是执行网络的激活函数. 类似地, 执行网

络的训练性能指标定义为

Ea
i =

1

2
[ν̂i(e(k))−νi(e(k))]

T[ν̂i(e(k))−νi(e(k))] (41)

νi(e(k))其中,   可根据下式获得

νi(e(k)) = −γ

2
R−1

(
∂x(k + 1)

∂u(x(k))

)T
∂V̂i(e(k + 1))

∂e(k + 1)
(42)

采用梯度下降算法, 评判网络和执行网络的权

值矩阵更新规则为

ωcτ := ωcτ − αc
∂Ec

i

∂ωcτ

ωaτ := ωaτ − αa
∂Ea

i

∂ωaτ
, τ = 1, 2 (43)

αc, αa ∈ (0, 1)其中,   分别为评判网络和执行网络的

学习率.
 

4    仿真实验

本节开展两个仿真实验用于体现算法的控制性

能, 首先针对一个非仿射的倒立摆装置, 其次考虑

污水处理应用.
 

4.1    倒立摆装置

考虑一个具有双曲切线输入的倒立摆装置[27],
其离散时间状态方程为

x(k + 1) =

[
x1(k) + 0.1x2(k)

−0.6125sin(x1(k)) + 0.975x2(k)

]
+

[
0

0.125
(
tanh(u(x(k))) + u(x(k))

) ]
(44)

x(k) = [x1(k), x2(k)]
T u(x(k))

x(0) = [−0.2, 0.8]T
其中,   是状态变量,   是

控制律,   . 令代价函数如式 (6)所
示. 根据自适应评判领域常用的准则, 学习参数在

表 1中给出. 其选取原则是使得代价函数序列收敛.

  
表 1    基于广义值迭代算法的跟踪控制参数值

Table 1    Parameter values of tracking control based on
generalized value iterative algorithm

符号 Q R Λ γ 

例1 I2 0.5I2 40I2 0.97

例2 0.01I2 0.01I2 I2 0.98

 

1000

αm = 0.02

10−8

在开展迭代算法之前, 需要提前对三层结构的

模型网络进行训练. 选取  组样本数据并设定学

习率  , 我们使用 MATLAB神经网络工

具箱来训练模型网络, 其中训练误差为  , 训练

步数为 500. 当训练结束后, 模型网络的权值保持不

变. 根据式 (36)所示的性能指标, 模型网络的训练

效果如图 1所示.
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图 1   模型网络的训练误差

Fig. 1    The training errors of the model network
 

接下来, 给出需要跟踪的参考轨迹方程为

r(k + 1) =

[
r1(k) + 0.1r2(k)

−0.2492r1(k) + 0.9888r2(k)

]
(45)

r(k) = [r1(k), r2(k)]
T, r(0) = [−0.1, 0.2]T.其中,         根

据式 (37), 我们使用 MATLAB中的 “fsolve”来求
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[−0.2, 0.2]

tanh(·), αc = αa = 0.05.

|Vi+1(e(k))−
Vi(e(k))| < ς γ > Ψi ς = 10−5,

Ec
i Ea

i 10−8

500

解稳定控制. 为了执行迭代算法, 我们建立结构同

为 2–8–1的评判网络和执行网络. 在神经网络的更

新中, 两个网络的初始权值范围为  , 激活

函数选为    学习率为     基于

选定的参数, 我们执行具有折扣因子的广义值迭

代算法来获得近似最优的跟踪控制律. 值得一提的

是, 当停止准则中两个条件满足时, 即  
 和  , 其中   我们停止算

法的迭代. 在每一次迭代时, 我们训练评判网络和

执行网络直到性能指标  和  小于  或者达

到最大训练步  .

Ψi

i = 13 γ > Ψi

|Vi+1(e(k))− Vi(e(k))| < ς

i = 233

执行迭代算法后, 迭代代价函数的收敛曲线如

图 2所示, 折扣因子和  在图 3中给出, 评判网络

和执行网络的权值矩阵范数收敛效果在图 4中给

出. 当  时, 条件  成立. 即在 13次迭代

之后的所有跟踪控制律都为可容许控制律. 而条

件   成立时的迭代指标为

 . 上述收敛效果验证了所提算法的有效性且

x(0) r(0)

u(x(k)) = u(e(k)) + u(r(k))

120

此时的迭代跟踪控制律具有可容许性和近似最优

性. 接下来, 对于给定的初始状态  和  , 我们

使用训练好的执行网络产生近似最优跟踪控制律.

值得注意的是, 原始系统的控制律是稳定控制和跟

踪控制律的和, 即  . 在运

行  个时间步之后, 系统状态, 参考轨迹和控制律

曲线如图 5所示. 此外, 跟踪误差和跟踪控制律的

曲线如图 6所示. 可以看到, 本文提出的跟踪控制

方法能够使得原始系统快速地跟踪上参考轨迹, 进

一步验证了所提跟踪技术的可行性和有效性.
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图 2    代价函数收敛过程

Fig. 2    The convergence process of the cost function
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图 4    权值矩阵范数收敛过程

Fig. 4    The convergence process of the norm of
weight matrices
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图 5    系统状态和控制律轨迹

Fig. 5    Trajectories of the state and the control law
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4.2    污水处理应用

(SO,5) (SNO,2)

2 mg/l 1 mg/l KLa,5

Qa

x(k) = [SO,5, SNO,2]
T, r(k) = [2, 1]T

u(x(k)) = [KLa,5, Qa]
T

10−4

r = [2, 1]T

u(r(k)) = [206,

29 166]T

污水处理是实现水资源循环利用的一个重要途

径. 大多数污水处理厂采用活性污泥工艺来处理污

水, 其中脱氮除磷是主要的实现目标. 以污水处理

国际标准模型 (Benchmark simulation model
No.1, BSM1)为平台, 我们将提出的值迭代跟踪算

法应用于污水处理中溶解氧浓度和硝态氮浓度的控

制设计. 在污水处理反应过程中, 通常要求溶解氧

浓度   和硝态氮浓度   维持在合理的水

平, 即  和  [28−29]. 此外, 氧传递系数  和

内回流量  是对应的控制变量. 在这里, 定义系统状

态为   参考轨迹为  ,
控制输入为  . 图 7 给出了污

水处理过程的简单结构图. 污水处理过程具有的非

线性和不确定性使其难以建立精确的数学模型. 因
此, 我们使用一个结构为 4–12–2的模型网络来学

习系统的复杂动态. 利用晴天情况下的 26 880组输

入输出数据来训练模型网络, 其中学习率为 0.02,
训练步为 800, 训练精度为  . 训练结束后, 模型

网络权值不再变化且训练误差如图 8所示. 然后,
我们使用 MATLAB中的 “fsolve”函数来求解稳

定控制 .  由于跟踪的参考轨迹   是常数 ,
于是得到的稳定控制也为常数, 即  

 .
接下来, 我们实现数据驱动的折扣广义值迭代

算法. 效用函数中的正定矩阵 和初始代价函数中的

矩阵以及其他学习参数在表 1中给出. 从实际平台

中, 我们可以观测到溶解氧浓度和硝态氮浓度的初

x(0) = [0.5, 3.7]T

αc =

αa = 0.05

10−8

Ψi

始值  . 我们构造结构为 2–20–1的
评判网络和 2–20–2的执行网络来近似代价函数和

跟踪控制律. 在每个迭代步内, 设置学习率   
 , 我们使用 1 000个训练步来训练评判网

络和执行网络直到误差小于   . 在 771 次迭代

后, 代价函数,   和权值矩阵范数收敛结果分别展

示在图 9 ~ 11中. 可以看出, 代价函数是单调递减

的且在第 124次迭代时跟踪控制律的可容许条件得

到满足.
x(0)对于给定的零初始值  , 我们将得到的近似

最优跟踪控制律作用于受控系统. 在运行 600个时

间步后, 系统的状态响应曲线和控制律曲线如图 12
所示, 而跟踪误差和跟踪控制律的曲线在图 13中
给出. 可以清楚地看到, 溶解氧浓度和硝态氮浓度

维持在理想值. 这验证了所提折扣广义值迭代算法

的有效性以及停止准则的可用性.

[−25, 25]

[−150, 150]

为了验证算法的自适应能力, 我们对系统控制

阶段的前 200个时间步施加一个大的干扰量. 具体

为在氧传递系数中增加一个取值为  的扰动

分量, 同时在内回流量中增加一个取值为 

 

−0.10

−0.05

0

0 50 100 0 50 100

0.05

0.10

(a) e1(k)

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

(b) e2(k)

−0.5

0

0.5

(c) u(e(k))

跟
踪
误
差

e 1
(k

)
跟
踪
控
制
律

跟
踪
误
差

e 2
(k

)

0 20 40 60 80 100 120

时间步 时间步

时间步

 

图 6    跟踪误差和跟踪控制律轨迹

Fig. 6    Trajectories of the error and the
tracking control law
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图 7    污水处理过程示意图

Fig. 7    The simple structure of the wastewater
treatment process

 

 

×104
0
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

1

2

3

4

5

6

7

8
×10−3

样本数

模
型
网
络
训
练
误
差

 

图 8    模型网络的训练误差

Fig. 8    The training errors of the model network
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的扰动分量. 这时系统状态和控制输入的变化曲线

如图 14所示. 在干扰的作用下, 系统仍能跟踪上期

望的设定值, 这反映了本文设计的算法具有自适应

性和鲁棒性.
 

5    结论

针对非仿射系统的跟踪设计问题, 我们提出了

一种基于折扣广义值迭代的自适应控制方法. 首先,
利用系统的输入输出数据, 建立模型网络来获得稳

定控制和提供下一时刻状态相对于控制律的偏导

数, 这个过程不要求精确的数学模型或系统动态矩

阵. 然后, 基于折扣广义值迭代的性质, 通过使迭代
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图 11    权值矩阵范数收敛过程

Fig. 11    The convergence process of
the norm of weight matrices
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图 12    系统状态和控制律轨迹

Fig. 12    Trajectories of the state and the control law
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图 13    跟踪误差和跟踪控制律轨迹

Fig. 13    Trajectories of the error and the tracking
control law
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图 9    代价函数收敛过程

Fig. 9    The convergence process of the cost function
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中的代价函数单调递减从而给出迭代跟踪控制律的

可容许性判别准则. 在两个停止条件的作用下, 本
文获得的跟踪控制律具有可容许性和近似最优性.
最后, 通过两个仿真实例验证了所提轨迹跟踪策略

的有效性. 目前的研究是基于离线迭代开展的, 未
来我们将致力于扩展该方法到在线控制领域以及实

际场景应用.
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图 14    带有干扰的系统状态和控制律轨迹
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