
 

 

融合自适应评判的随机系统数据驱动策略优化
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摘    要   自适应评判技术已经广泛应用于求解复杂非线性系统的最优控制问题, 但利用其求解离散时间非线性随机系统

的无限时域最优控制问题还存在一定局限性. 本文融合自适应评判技术, 建立一种数据驱动的离散随机系统折扣最优调节

方法. 首先, 针对宽松假设下的非线性随机系统, 研究带有折扣因子的无限时域最优控制问题. 所提的随机系统 Q-learn-
ing 算法能够将初始的容许策略单调不增地优化至最优策略. 基于数据驱动思想, 随机系统 Q-learning 算法在不建立模型

的情况下直接利用数据进行策略优化. 其次, 利用执行−评判神经网络方案, 实现了随机系统 Q-learning 算法. 最后, 通过

两个基准系统, 验证本文提出的随机系统 Q-learning 算法的有效性.
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Abstract   Adaptive critic technology has been widely employed to solve the optimal control problems of complic-
ated nonlinear systems, but there are some limitations to solve the infinite-horizon optimal problems of discrete-time
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without a dynamic model. Then, the stochastic Q-learning algorithm is implemented by utilizing the actor-critic
neural networks. Finally, two nonlinear benchmarks are given to demonstrate the overall performance of the de-
veloped stochastic Q-learning algorithm.

Key words   Adaptive critic design, data-driven, discrete-time systems, neural networks, Q-learning, stochastic op-
timal control

Citation   Wang Ding, Wang Jiang-Yu, Qiao Jun-Fei. Data-driven policy optimization for stochastic systems in-
volving adaptive critic. Acta Automatica Sinica, 2024, 50(5): 980−990

  
现代工程与社会生活中广泛存在寻找最优方案

的现实问题. 针对控制成本最小化问题, 最优控制

提供了一系列解决方案. 对于一般的确定性非线性

系统, 常见的技术手段是通过求解 Hamilton-Jac-
obi-Bellman 方程获得最优策略[1]. 这一方程通常包

含难以直接求解的微分方程. 动态规划为最优控制

问题提供了一种简化的求解方法, 即将一个多级决

策问题转化为多个单级决策问题[2]. 然而, 在处理复

杂高维问题时, 动态规划往往会面临“维数灾”问题[3].
因此, 基于自学习特性, 提出自适应评判 (或自适应

动态规划) 技术[4−6] 并用以解决复杂非线性系统的

最优控制问题. 尽管强化学习与自适应评判在不同

方面强调了各自的特点, 但它们都试图通过学习的

方式不断靠近最优目标. 在过去十年里, 涌现了大

量基于强化学习的自适应评判技术, 例如, 平行控

制[7−8]、演化学习控制[9]、事件触发控制[10−12]、智能工

业控制[13−14] 等. 在某种程度上, 强化学习极大启发

了智能控制领域的创新. 结合目前的发展形势, 本
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文将融合自适应评判技术实现一种自学习的策略优

化算法.
近年来, 许多新兴技术的重要特点是拥有大量

的数据信息, 为数据驱动算法设计提供了现实基础.
2022 年, OpenAI 研发了一款现象级的聊天机器人

程序 —— ChatGPT [ 1 5 ] . 由人工智能技术驱动 ,
ChatGPT模型通过连接大量的语言库来迭代学习.
在自适应评判领域, 数据驱动思想同样取得了丰硕

的研究成果. Luo 等[16] 提出了一种数据驱动的策略

梯度自适应动态规划算法, 以解决离散系统无模型

最优控制问题, 并给出学习过程中策略的收敛性分

析. 基于策略迭代 Q-learning 结构, 提出一种数据

驱动的无模型算法[17] 并用于求解线性系统博弈问

题, 且通过理论证明了迭代 Q 函数的最优性. Lin
等[18] 基于经验回放提出了策略梯度自适应评判方

法, 实现了离散时间非线性系统的无模型最优跟踪

控制. 文献 [19]中, 报道了一种基于柔和执行−评判

的数据驱动学习方法用以解决列车节能控制问题.
可见, 在大数据迅速发展的背景下, 数据驱动是实

现智能控制的有效方案. 然而, 上述研究的主要对

象是确定性系统, 在一定程度上限制了自学习算法

的适用范围. 由于机械振动和测量误差等因素的存

在, 系统动力学中可能会引入随机扰动. 尽管扰动

会增加方案设计和理论分析的难度, 但含随机项的

控制器设计更具有实际价值.
鲁棒控制一般会考虑最坏的扰动情况, 然而,

对于某些具有统计特性的扰动而言, 这可能会导致

过于保守的设计. 相较于鲁棒控制, 随机控制的主

要优势体现在处理具有统计特性噪声时丰富的数学

工具, 使得控制器设计更加灵活. 针对随机扰动, 已
经有一些学者尝试利用自适应评判技术求解随机系

统的最优控制问题. Wei 等[20] 提出了一种解决连续

时间最优控制的问题自适应评判方法, 该算法将扰

动转换为确定性系统零和博弈问题, 但需要建立系

统模型和设计相应的博弈代价函数. Liang 等[21] 提

出了一种改进的随机系统值迭代算法, 用于求解离

散时间随机系统最优控制问题. Pang 等[22] 研究了

带有多种随机扰动的线性系统最优控制问题, 利用

自适应评判技术实现了最优策略的脱策学习. 最近,
文献 [23]提出一种基于模型的连续随机系统策略

迭代算法, 通过一个初始容许策略将代价函数的期

望最小化求解最优控制策略. 目前, 自适应评判领

域针对离散时间非线性随机系统的研究还存在局限

性, 尤其是关于无模型数据驱动的相关算法和理论.
为了保证随机系统最优控制的可行性, 通常需

要引入容许控制的概念确保代价函数有界. 确定性

系统相对容易确保无穷时域代价函数存在上界. 对

于常见二次型效用函数, 确定性系统利用镇定策略

使得状态到达平衡点后效用函数便不再累加, 从而

确保无限时域代价函数有上界. 然而, 随机系统可

能在平衡点附近按一定概率运动, 导致直接定义的

无限时域代价函数无上界. 对此, 关于随机系统的

最优控制研究一般假设系统的随机扰动在到达平衡

点后消失[24−25]. 本文力求在研究随机系统无限时域

最优控制问题的基础上, 放宽对随机扰动形式的假

设, 以扩大本文所提方法的应用范围. 具体而言, 通
过定义带有折扣因子[26−27] 的代价函数, 放松对系统

严格的假设且仍能研究无限时域最优控制问题.
Lincoln和 Rantzer[28] 首先提出松弛动态规划

用于解决最优控制问题中的“维数灾”, 其核心是利

用折扣因子适当放松最优性以减少算法实现成本.
文献 [28]中设计折扣因子保证库存订单控制代价

函数有界, 从而获得次优策略. Ha 等[29] 分析了非线

性系统稳定性与折扣因子的关系, 结果表明如果折

扣因子选取不当可能导致折扣最优策略不是镇定策

略. 此外, 基于自适应评判技术的折扣最优控制问

题衍生出许多分支, 如跟踪控制问题[30] 和非零平衡

问题[31] 等. 基于上述研究[28−31], 可知对于一般的最

优控制问题非必要可不引入折扣因子. 这是由于引

入折扣会损失代价函数的最优性[28], 且对系统的稳

定性会带来负面影响[29]. 然而, 对于一些无法直接

评估无穷时域代价函数的问题可通过折扣因子保证

代价函数有界. 需要指出的是在严格的最优性定义

下, 自适应评判技术将不再适用于本文的研究问题.
基于此, 本文对折扣因子的应用进行了合理推广,
同时使得自适应评判技术的学习优势在更复杂情况

下得以验证.
综上, 本文提出了一种基于无模型 Q-learning

技术的数据驱动策略优化算法, 以解决离散时间随

机系统的折扣无限时域最优控制问题. 在折扣因子

的作用下, 本文所提方法放宽了对于随机系统扰动

形式的假设, 拓宽了自适应评判技术的应用范围.
通过由任意容许策略初始化的 Q 函数, 我们证明

了所提算法能够使得迭代 Q 函数序列单调不增地

迭代至最优. 此外, 本文所提方法可以直接从实际

系统获取的数据中学习, 减少了随机系统建模的负

担. 最后, 通过两个基准系统测试了本文所提算法

的综合性能.
R N

Rn ∥Rn∥ n

Rn×m n×m

Ω Rn In

n× n E{·}
T

在本文中,   和  分别代表所有实数集合和非

负整数集合.   和   分别代表由   维实向量组

成的欧氏空间和对应的范数.   代表   实

矩阵组成的空间.   代表   上一个紧集.   代表

 维的单位矩阵.   代表随机变量的数学期

望.   代表转置运算. 
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1    问题描述

考虑一类离散非线性随机系统

xk+1 = F (xk, uk, ωk), k ∈ N (1)

xk ∈ Ωx ⊂ Rn uk ∈ Ωu ⊂ Rm ωk ∈ Rl其中 ,    ,     和   分

别代表系统的状态向量, 控制输入以及随机扰动.
便于后续分析, 本文所得结论基于如下假设[25]:

F (x, u, 0)

F (0, 0, 0) = 0 x = 0

u = 0

假设 1. 系统函数  在包含原点的集合

上 Lipschitz 连续且有 . 将  称作

在控制  和无扰动作用下的一个平衡点.
ω

u(x)

E{F (0, 0, ω)} = 0

假设 2. 随机扰动  是时不变的, 且仅与当前系

统状态与控制输入有关. 同时存在一个连续的策略

 使得系统能够从初始状态转移到平衡点的邻域

内, 即 .

u(x) :

Rn → Rm µ(x)

x0 ∈ Ωx

本文研究带有折扣因子的无限时域随机系统最

优控制问题. 控制器的设计目标是对初始策略 

, 进行策略优化得到新的策略 , 能够

将系统从初始状态  镇定到平衡点的邻域内,
同时使得无限时域的代价函数

Jµ(x0) = E

{ ∞∑
p=0

λpU(xp, µ(xp))

}
(2)

λ ∈ (0, 1)

U(xp, µ(xp)) ≥ 0 U(0, 0) =

0 λ

Jµ(xk) J(xk) J(x)

Ωx

在所有的可行策略中达到最小, 其中,     是折

扣因子,   是效用函数, 且 

. 由于折扣因子  具有“遗忘”特性, 因此越远离当

前状态的效用比重越小, 即随机系统的无限时域最

优控制问题是近似的 .  在不产生歧义的情况下 ,
 简写为   或  . 对于最优控制问题 (2),

目标策略不仅能够在  镇定随机系统, 同时应使

得对应的代价函数有界, 这对应着容许控制策略的

概念. 区别于确定性系统, 定义随机系统中的容许

控制策略如下[23]:
µ(x) x ∈ Ωx

µ(0) = 0 µ(x)

µ(x)

A(Ωx) µ(x) ∈ A(Ωx)

定义 1. 如果策略  对所有的  是连续

的,  ,   能够镇定随机系统 (1), 且使得

代价函数 (2) 有界, 则将策略  视为可容许控制

族  中的一个容许控制, 记作 .
根据最优控制理论, 最优代价函数满足

J∗(x0) = min
µ(·)

E

{ ∞∑
p=0

λpU(xp, µ(xp))

}
(3)

x ∈ Ωx由 Bellman 最优性原理, 对所有的 , 离
散随机系统的最优代价函数满足如下 Bellman 最
优方程:

J∗(x) = min
µ(·)

E{U(x, µ(x)) + λJ∗(F (x, µ(x), ω))}

(4)

相应的最优策略为

µ∗(x) = argmin
µ(·)

E{U(x, µ(x)) +

λJ∗(F (x, µ(x), ω))} (5)

x

u

本文的目标是, 基于数据驱动技术, 即在系统

动态未知的情况下仅通过测量系统的状态向量  和

控制输入 , 在代价函数 (2)学习随机非线性系统

的近似最优策略.
µ∗(x)

J∗(x) F (x, µ(x), ω)

J∗(x)

注 1. 关于如何求解式 (5)中的最优策略 , 需
关注如下难题: 求解最优策略时, 需要得到最优代

价函数  和系统的全部动态信息 .
然而, 对于非线性随机系统, 通常难以直接获得最

优代价函数  的解析解. 此外, 关于系统动态信

息的要求对非线性随机系统而言也是一项挑战, 且
与本文数据驱动的设计目标矛盾. 其次, 区别于确

定系统的控制序列, 由于需要应对突发状态, 最优

策略更具应用价值的同时更难获取. 获取难度主要

体现在求解控制序列只需针对目标状态求解, 而策

略的获取则需要更多的数据来形成一个完整的策

略. 因此, 在上述难题下, 需要考虑通过学习的途径

获取近似最优策略以满足随机系统的控制需求. 

2    随机系统策略优化方案

本节我们主要关注随机系统 Q-learning 算法

的设计, 包括对于初始策略的评估和策略优化方案

的建立. 此外, 分析了随机系统 Q-learning 算法的

收敛性和单调性, 即证明本文算法能够将一个容许

的初始策略迭代调优, 使得代价函数单调不增地收

敛到最优 Q 函数. 

2.1    随机系统 Q-learning 算法设计

根据代价函数的定义式 (2), 这样的评估仅关

注当前状态的代价. 为了实现数据驱动技术, 基于

文献 [16], 本文引入 Q 函数评估状态−控制对的综

合代价, 将其定义为

Q(x, a) = E{U(x, a) + λJµ(F (x, a, ω))} (6)

U(x, a) a ∈ Ωu

Jµ(F (x, a, ω)) F (x, a, ω)

Jµ(x)

µ(x)

µ(x) x a

其中,   表示行为控制  作用下的效用

函数,   表示后续状态  下代

价函数的值. 注意, 根据定义式 (2), 代价函数 

对应着一个容许的策略 . 因此, Q 函数意味着

基于策略 , 评估状态  对应的行为控制  的综

合代价. 基于此, 最优 Q 函数可表示为

Q∗(x, a) = E{U(x, a) + λJ∗(F (x, a, ω))} (7)

对应的最优策略为

µ∗(x) = argmin
a

Q∗(x, a) (8)
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综合式 (5)和 (8), 寻找最优策略的问题转换为

寻找最优的 Q 函数, 从而避免对于系统动态信息

的要求.

xk ∈ Ωx µ(x) ∈
A(Ωx)

接下来, 我们介绍本文的数据驱动策略优化方

案. 对于所有的  和给定的初始容许策略 

, 可以通过求解如下方程获得初始 Q 函数

Q(0)(xk, a) = E{U(xk, a) + λQ(0)(xk+1, µ(xk+1))}
(9)

xk+1 = F (xk, a, ωk)其中,  .

{Q(ρ)(x, a)} {µ(ρ)(x)} ρ ∈ N

基于迭代自适应评判方法的基本思路, 本文

构建两个序列不断优化初始策略, 即 Q 函数序列

 和迭代策略序列  , 其中  

代表迭代指标. 通过策略评估与策略提升不断更新

Q 函数序列和迭代策略序列, 直到收敛到近似最优

策略. 具体而言, 本文所提出的随机系统 Q-learn-
ing 算法在如下两个过程间往复迭代, 即策略提升

µ(ρ)(xk) = argmin
a

Q(ρ)(xk, a) (10)

和策略评估

Q(ρ+1)(xk, a) = E
{
U(xk, a) +

λQ(ρ)(xk+1, µ
(ρ)(xk+1))

}
(11)

k + 1

xk a

(xk, a, xk+1)

a

µ(ρ)(x)

注 2. 关于随机系统数据驱动策略优化算法有

以下几点说明: 随机系统 Q-learning 算法的实现过

程可完全不依赖系统的动态信息. 通过观察策略评

估式 (11), 系统在  时刻的状态信息可通过当

前状态  和行为控制  提前产生, 并且这些三元组

信息   不会在迭代的过程中发生改变.
注意, 行为控制  是由探索随机系统的行为策略产

生, 而  是本文的目标策略. 本文的目标策略

与行为策略是不同的, 不需要每次使用当前目标策

略收集数据, 而是通过引入行为策略探索环境, 提
高数据利用率. 具体而言, 本文的随机系统Q-learning
是一种脱策学习算法, 能够有效避免在线优化过程

中探索不足导致的策略局部最优. 最后, 策略优化

时, 仅利用系统的历史数据可实现一个已知策略的

调优, 而无需重新学习策略或收集信息. 上述特点

为数据驱动策略优化算法提供强有力的应用支撑. 

2.2    算法收敛性分析

接下来分析随机系统 Q-learning算法的收敛

性和单调性.
x ∈ Ωx a ∈ Ωu

{Q(ρ)(x, a)} {µ(ρ)(x)}
Q(0)(x, a)

Q(ρ)(x, a) ρ → ∞

定理 1. 对于所有的  和 , 令Q函数

序列  和策略序列  分别由式 (11)
和 (10)更新. 若初始 Q函数  由式 (9)产
生, 则迭代 Q 函数  随迭代步  收敛

到最优, 即

lim
ρ→∞

Q(ρ)(x, a) = Q∗(x, a) (12)

µ(x)

Q(0)(x, a)

证明. 利用数学归纳法证明随机系统 Q-learn-
ing 算法的收敛性. 首先, 通过一个容许策略 

对 Q函数  初始化. 根据最优 Q 函数的定

义, 可得

Q∗(x, a) = E{U(x, a) + λJ∗(F (x, a, ω))} ≤
E{U(x, a) + λJ(F (x, a, ω))} =

Q(0)(x, a) (13)

ρ = 0 Q∗(x, a) ≤ Q(ρ)(x,

a) ρ Q∗(x, a) ≤ Q(ρ)(x, a)

由不等式 (13)可知, 当 ,  
 成立. 假设对于  我们有  成

立, 则

Q(ρ+1)(xk, a) =

E
{
U(xk, a) + λQ(ρ)(xk+1, µ

(ρ)(xk+1))
}
≥

E
{
U(xk, a) + λQ∗(xk+1, µ

(ρ)(xk+1))
}
≥

E
{
U(xk, a) +min

u(·)
λQ∗(xk+1, u(xk+1))

}
=

E
{
U(xk, a) + λJ∗(xk+1)

}
=

Q∗(xk, a) (14)

ρ ∈ N
Q∗(x, a) ≤ Q(ρ)(x, a)

因此, 由数学归纳法, 对于所有的 , 我们

有  成立. 同理,

lim
ρ→∞

Q(ρ)(x, a) ≥ Q∗(x, a) (15)

µ̆(x)

µ̆(x)

limk→∞ E{xk} = 0

考虑任意一个镇定策略    .  当作用策略

 到随机非线性系统式 (1) 时, 系统状态满足

. 接下来根据随机系统 Q-learn-
ing 算法的迭代过程式 (10)和 (11), 可得

Q(ρ)(xk, a) =

E
{
U(xk, a) + λQ(ρ−1)(xk+1, µ

(ρ−1)(xk+1))
}
=

E
{
U(xk, a) +min

u(·)
λQ(ρ−1)(xk+1, u(xk+1))

}
≤

E
{
U(xk, a) + λQ(ρ−1)(xk+1, µ̆(xk+1))

}
=

E
{
U(xk, a) + λU(xk+1, µ̆(xk+1)) +

λ2Q(ρ−2)(xk+2, µ
(ρ−2)(xk+2))

}
≤

...

E

{
U(xk, a) +

ρ−1∑
p=1

λpU(xk+p, µ̆(xk+p)) +

λρQ(0)(xk+ρ, µ
(0)(xk+ρ))

}
(16)

Q(0)(x, a) µ(x)考虑到  由一个容许策略  初始化,
我们有
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lim
k→∞

E
{
Q(0)(xk, µ(xk))

}
= 0 (17)

根据式 (17)并对不等式 (16)取极限, 可得

lim
ρ→∞

Q(ρ)(xk, a) ≤

E

{
U(xk, a) +

∞∑
p=1

λpU(xk+p, µ̆(xk+p))

}
=

E
{
U(xk, a) + λJµ̆(xk+1)

}
=

Qµ̆(xk, a) (18)

由不等式 (15)和 (18), 易得

Q∗(x, a) ≤ lim
ρ→∞

Q(ρ)(x, a) ≤ Qµ̆(x, a) (19)

µ̆(x) = µ∗(x)若取 , 则不等式 (19)可改写为

Q∗(x, a) ≤ lim
ρ→∞

Q(ρ)(x, a) ≤ Qµ∗(x, a) = Q∗(x, a)

(20)

limρ→∞ Q(ρ)(x, a)= Q∗(x, a)最后, 综上所述可得 .

□

x ∈ Ωx a ∈ Ωu

{Q(ρ)(x, a)} {µ(ρ)(x)}
Q(0)(x, a)

ρ ∈ N
{Q(ρ)(x, a)}

定理 2. 对于所有的  和 , 令 Q 函
数序列  和策略序列  分别由式

(11) 和 (10) 更新. 若初始 Q 函数  由式

(9) 产生, 则对于所有的  , 迭代 Q 函数序列

 是单调不增的, 即

Q(ρ+1)(x, a) ≤ Q(ρ)(x, a) (21)

证明. 首先, 由初始 Q 函数式 (9)和策略评估

式 (11), 可得

Q(1)(xk, a) =

E
{
U(xk, a) + λQ(0)(xk+1, µ

(0)(xk+1))
}
=

E
{
U(xk, a) +min

u(·)
λQ(0)(xk+1, u(xk+1))

}
≤

E
{
U(xk, a) + λQ(0)(xk+1, µ(xk+1))

}
=

Q(0)(xk, a) (22)

Q(ρ+1)(x, a) ≤
Q(ρ)(x, a) ρ = 0

ρ− 1 ρ ∈ 1, 2, · · ·

显然, 根据不等式 (22), 结论  

 对  成立. 接下来, 假设不等式 (21)

对  成立,  , 我们有

Q(ρ+1)(xk, a) =

E
{
U(xk, a) + λQ(ρ)(xk+1, µ

(ρ)(xk+1))
}
=

E
{
U(xk, a) +min

u(·)
λQ(ρ)(xk+1, u(xk+1))

}
≤

E
{
U(xk, a) +min

u(·)
λQ(ρ−1)(xk+1, u(xk+1))

}
=

Q(ρ)(xk, a) (23)

ρ ∈ N
Q(ρ+1)(x, a) ≤ Q(ρ)(x, a)

由数学归纳法可知, 对所有的  迭代 Q 函
数序列是单调不增的, 即 .

□

Q(0)(x, a)

注 3. 通过定理 1 证明, 由容许策略初始化的

Q 函数  , 可以收敛到最优值. 结合定理 2
可知, 随机系统 Q-learning 算法的代价函数序列能

单调不增地收敛到最优值. 事实上, 我们还可选取

较小的折扣因子来保证算法的收敛性. 但折扣因子

过小时会对系统的稳定性产生负面影响, 即使用小

折扣策略可能会导致系统不稳定[29]. 因此, 本文通

过一个稳定的折扣初始策略确保优化过程中系统的

稳定性. 

3    随机系统策略优化算法的数据驱动

实现

本节给出随机系统 Q-learning 算法的数据驱

动实现.
本文通过引入执行−评判结构实现随机系统 Q-

learning 算法, 其中执行网络用于策略优化, 评判

网络用于评估迭代策略. 在评判网络中, 将近似的

Q 函数定义为

Q̂(ρ)(x, a) = ΦT(x, a)ϑ
(ρ)
Q

(24)

Φ(x, a) = [ϕ1(x, a), ϕ2(x, a), · · · , ϕLQ
(x, a)]T

ϑ
(ρ)
Q ∈ RLQ

其中,  

代表评判网络的激活函数,   代表评判网

络权值向量.
µ(ρ)(x)相应地, 在执行网络中, 将近似迭代策略 

定义为

µ̂(ρ)(x) =
(
ΥT(x)ϑ

(ρ)
µ

)T
(25)

Υ(x) = [υ1(x), υ2(x), · · · , υLµ(x)]
T

ϑ
(ρ)
µ ∈ RLµ×m

其中,    代表执行

网络的激活函数,   代表执行网络权值

向量.
考虑策略提升式 (10), 通过求解优化问题, 执

行网络的权值可更新为

ϑ(ρ)
µ = argmin

ϑµ

{
Q̂(ρ)(x, µ(x))

}
=

argmin
ϑµ

{
ΦT

(
x,

(
ΥT(x)ϑµ

)T)
ϑ
(ρ)
Q

}
(26)

针对权值更新过程式 (26), 可以采用多种方式

进行调优, 如梯度法、群智能方法等.
考虑策略评估式 (11), 评判网络的权值可更新为

Q̂(ρ+1)(xk, a) = E
{
U(xk, a) +

λQ̂(ρ)(xk+1, µ̂
(ρ)(xk+1))

}
(27)

984 自       动       化       学       报 50 卷



U(x, a) = xTQx+ aTRa Q R其中, 效用函数为 ,   和 

是维度匹配的正定矩阵. 将式 (24)代入近似策略评

估式 (27), 可得

ΦT(xk, a)ϑ
(ρ+1)
Q = E

{
U(xk, a) +

λΦT(xk+1, µ̂
(ρ)(xk+1))ϑ

(ρ)
Q

}
(28)

a利用不同探索行为 , 通过与真实系统交互收

集策略优化方案所需要的数据集, 并将其表示为

DM =
{
x
[M ]
k , a[M ], x̄

[M ]
k+1|M ∈ N

}
(29)

M x̄
[M ]
k+1 = {x[M ], [i]

k+1 |i = 1,

2, · · · , I} x
[M ]
k a[M ]

I ∈ N+

I

其中,   代表数据集的大小.  

 代表由相同的状态  和控制输入  作

用下的下一时刻随机系统状态, 其中 . 当选

取的重复次数  足够大时, 由大数定律可以估计下

一时刻的状态期望, 将每一组数据的残差表示为

ε(ρ+1)(x
[M ]
k ) = E

{
ΦT(x

[M ]
k , a[M ])ϑ

(ρ+1)
Q −

U(x
[M ]
k , a[M ]) −

λΦT(x̄
[M ]
k+1, µ̂

(ρ)(x̄
[M ]
k+1))ϑ

(ρ)
Q

}
(30)

通过最小化数据集的残差和, 评判网络的权值

由如下形式更新:

ϑ
(ρ+1)
Q = arg min

ϑ
(ρ+1)
Q

{
M∑
p=1

ε(ρ+1)(x
[p]
k )

}
(31)

观察评判网络的权值更新过程式 (30)和 (31),

其主要任务是拟合一个新的近似 Q函数. 因此, 各

种神经网络训练方法均可实现神经网络参数调优,

例如最小二乘、多元线性回归、梯度法以及智能优

化方法等. 最后, 基于 Q-learning的随机系统策略

优化由算法 1给出.

算法 1. 基于 Q-learning 的随机系统策略优化

Q R DM

λ ϵ

ρmax Q(0)(x, a) ρ = 0

初始化. 选择效用函数矩阵  和 . 收集数据集 .

选择折扣因子 . 设置算法的停止误差 . 设置最大迭代次数

. 利用式 (9) 初始化 Q 函数 , 并令 .

数据驱动脱策学习:

ϑ
(ρ)
µ

步骤 1. 实现策略提升. 通过求解优化问题式 (26), 更新

执行网络权值 .

ϑ
(ρ+1)
Q

步骤 2. 实现策略评估. 通过求解函数逼近问题式 (31),

更新评判网络权值 .

∥ϑ(ρ+1)
Q − ϑ

(ρ)
Q ∥ ≤ ϵ步骤 3. 判断条件 . 若成立则转步骤

6, 否则转步骤 4.

ρ = ρ+ 1步骤 4. 更新迭代指标, 令 .

ρ > ρmax步骤 5. 判断条件 . 若成立则转步骤 6, 否则转

步骤 1.

ϑ̂∗
µ ϑ̂∗

Q步骤 6. 输出执行网络权值  与评判网络权值 .

xk+1 µ̂(ρ)(xk+1)

注 4. 由近似策略评估式 (27), 学习过程中需要

求解关于随机状态  的控制输入 . 在

确定性系统中[32], 为了减少计算量和降低执行网络

的累积误差, 通常的技术手段是仅更新迭代过程的

控制序列而不更新执行网络权值, 并在算法收敛后

训练一次执行网络. 由于随机系统可能出现突发状

态, 导致控制序列失效. 这意味着无法忽视执行网

络训练, 从而会带来额外的计算负担与神经网络累

积误差. 因此, 对于随机系统而言, 高精度函数逼近

工具的重要性尤其突出.

ρ → ∞

ϵ

注 5. 算法 1 直接从数据集学习近似最优 Q 函
数, 即迭代过程完全不依赖系统动态, 同时避免建

模误差. 相较于建模数据驱动, 预学习过程往往会

增加算法的学习负担. 此外, 对于模型误差的分析

是一项棘手的工作, 文献 [33]给出了相应的分析过

程. 本文所提方法的优势主要体现在实现简单且不

需要引入额外的辨识工具, 而理论分析主要体现在

不需要考虑由于模型辨识带来的误差分析. 在学习

过程中, 执行网络基于当前的评判网络的估计产生

一个提升的策略. 之后, 评判网络对提升的策略进

行一轮评估得到新的评判网络. 随着迭代的进行,
执行网络和评判网络最终会收敛到对应的最优值.
定理 1 表明迭代指标  时, 迭代 Q 函数收敛

至最优. 实际算法实现过程则依靠较小的停止误差

 终止程序, 以获得近似最优策略. 

4    基准实验分析

本节通过两个基准系统, 验证所提的随机系统

Q-learning 算法具有显著策略优化能力以及无模型

数据驱动学习能力. 

4.1    基准系统 I

考虑一个二阶非线性扭摆系统[34], 用于测试控

制算法的综合性能. 本文采用带有随机噪声的扭摆

系统, 其状态空间表达式为

xk+1 =

[
xk(1) + 0.05xk(2)

−0.245 sinxk(1) + 0.99xk(2) + 0.05uk

]
+

[
ωk

ωk

]
+ δkxk (32)

ωk ∼ N(0, 0.012) δk ∼ N(0, 0.052)

ωk

其中,    和    是两个服

从高斯分布的独立噪声. 由系统方程可知,   是独
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δk

δk

µ̂∗(x) ∈ A(Ωx)

立于状态和控制的噪声, 这意味着使用稳定策略只

能调节系统状态到平衡点的一个邻域. 而噪声  则

是取决于系统状态的, 即状态越偏离平衡点时  对

系统的影响越显著. 对于随机系统式 (32), 控制器

的设计目标是在容许控制族中寻找近似最优策略

 从而使得系统镇定.

DM , Ωx = {|x(1)| ≤ 1, |x(2)| ≤
1} Ωµ = {|u| ≤ 2}

I = 500

依据算法 1, 从真实的系统中收集 1  331组数

据构成数据集    其中  

,  . 样本选取过程中的随机实验重

复次数 . 此外, 算法 1 实现过程中的主要参

数由表 1 给出. 接下来, 分别构建评判网络与执行

网络激活函数为

Φ(x, a) = [x2(1), x(1)x(2), x(1)a,

x2(2), x(2)a, a2]T (33)

和

Υ(x) = [x(1), x(2)]T (34)

  
表 1    随机 Q-learning 算法的主要参数

Table 1    Main parameters of the stochastic
Q-learning algorithm

算法参数 Q R ρmax λ ϵ 

基准系统 I 2I2 2.0 300 0.97 0.01

基准系统 II 0.1I4 0.1 500 0.99 0.01
 

µ(x) = −0.1x(1)− 3.5x(2)通过一个容许策略  ,
初始化 Q 函数. 式 (9) 可通过不动点迭代技术[35]

求解, 所得评判网络的初始权值为:

ϑ
(0)
Q = [242.543 8, −17.053 5, −2.055 6,

75.321 3, 7.345 9, 2.221 7]T (35)

ϵ = 0.01

相较于多步评估获得初始代价函数, 不动点迭

代符合本文数据驱动思想. 执行随机系统 Q-learn-
ing 算法之后, 可得迭代 Q 函数权值曲线如图 1 所
示. 当满足停止误差  后, 算法在 96 次迭代

后收敛到近似最优值

ϑ̂∗
Q = ϑ

(96)
Q = [115.289 2, −2.111 2, −0.672 0,

28.917 7, 2.686 8, 2.080 3]T (36)

策略优化过程中, 执行网络的权值如图 2 所示.
综合图 1 和 2, 验证了本文所提出的随机系统 Q-
learning 算法的收敛性.

µ(x)

µ̂∗(x)

分别应用初始策略  与算法 1 获得的近似

最优策略  后, 系统的状态曲线如图 3 所示, 其
中, “In”代表初始策略下的系统响应, “Lim”代表近

似最优策略下的系统响应, 细线代表系统运行过程

中的期望, 包络线代表运行过程中的方差. 观察图 3

µ(x)

x0 = [0.5, −0.5]T

U(x, a) = xTQx+ aTRa

µ̂∗(x)

中子图 (a)和 (b), 尽管系统在初始策略  下迅

速将初始状态  镇定到平衡点附近,

但在综合考虑系统状态和控制成本的效用函数

 下是非最优的. 从图 3(d)

可以得到, 在折扣代价函数下, 随机系统 Q-learn-

ing 算法对初始策略进行优化, 并使得在近似最优

策略  下系统成本显著降低. 综上, 通过学习表

现与系统运行表现, 充分验证了本文所提随机系统

Q-learning 算法的可行性与有效性.
 

4.2    基准系统 II

考虑在文献 [36]中测试控制器性能的球台平

衡系统, 该系统通过一个电机驱动平台控制球体的

位置, 其结构如图 4 所示. 系统非线性动态通过如

下方程给出:
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图 1    Q 网络权值曲线 (基准系统 I)

Fig. 1    Curves of Q network weights
(Benchmark system I)
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图 2    执行网络权值曲线 (基准系统 I)

Fig. 2    Curves of action network weights
(Benchmark system I)
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

(
Ib
τ2

+ϖ

)
s̈+

Ib +ϖτ2

τ
β̈ −ϖsβ̇2 = ϖg sinβ

(ϖs2 + Ib + Iω)β̈ + (2ϖsṡ+ fcL
2)β̇ +

StL
2β +

Ib +ϖτ2

τ
s̈−ϖgs cosβ =

fL cosβ
(37)

s β

f

x =

[s, ṡ, β, β̇]T u = f

其中,   代表球体离电机中心的距离,   代表平台与

水平轴夹角,   是电机的驱动力, 其他参数在表 2

给出. 选取系统的状态向量和控制输入分别为 

 和 . 由系统方程 (37), 可进一步得

到球台平衡系统的状态空间方程. 对系统式 (37) 使

用欧拉方法[37] 进行离散化, 并引入随机噪声, 离散

状态空间方程可改写为

xk+1=
xk(1) + ∆txk(2)

xk(2) + 1.717∆t sinxk(3)

xk(3) + ∆txk(4)

xk(4) + ∆t(−0.241xk(4)+0.157xk(1) cosxk(3))

+


0

0

0

0.5∆t cosx(3)

uk +


ωk

ωk

0

0

+ δkxk (38)

∆t = 0.05 s ωk ∼ (0, 0.0012)

δk ∼ (0, 0.052)

其中 , 采样时间  ,    N   和

 N  是两个服从高斯分布的独立噪声.

DM , Ωx = {|x(1)| ≤ 0.5,

|x(2)| ≤ 0.5 , |x(3)| ≤ 0.5, |x(4)| ≤ 0.5} Ωµ = {|u| ≤
5}

基于算法 1, 首先从球台平衡系统中收集 7 776
组数据构成数据集   其中  

,  
. 其余参数通过表 1 给出. 构建评判网络与执行

网络激活函数为

Φ(x, a) = [x2(1), x2(2), x2(3), x2(4), x(1)x(2),

x(1)x(3), x(1)x(4), x(2)x(3), x(2)x(4),

x(3)x(4), x(1)a, x(2)a, x(3)a, x(4)a, a2]T

(39)

和

Υ(x) = [x(1), x(2), x(3), x(4)]T (40)

µ(x) = −3x(1)− x(2)− 15x(3) −
2x(4)

通过容许策略 

 初始化 Q 函数, 所得评判网络的初始权值为

ϑ
(0)
Q = [23.043 1, 43.006 6, 288.661 1, 49.702 6,

20.195 6, 114.768 2, 23.362 3, 76.123 5,

42.226 3, 121.274 1, 0.421 4, 0.922 5,

2.109 1, 2.217 1, 0.125 9]T (41)

ϵ

执行随机系统 Q-learning 算法, 获得迭代 Q
函数权值曲线如图 5 所示. 当满足停止误差   后,

 
表 2    球台平衡系统的主要参数

Table 2    Main parameters of the ball-and-beam system

符号及取值 物理意义

St = 0.001 N/m 驱动机械刚度

Lω = 0.5 m 平台半径

L = 0.48 m 电机作用半径

fc = 1 Ns/m 驱动电机的机械摩擦系数

Iω = 0.140 25 kg · m2 平台惯性矩

g = 9.8 m/s2 重力加速度

ϖ = 0.016 2 kg 球体质量

τ = 0.02 m 球体滚动半径

Ib = 4.32 × 10−5 kg · m2 球体转动惯量
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图 3    控制策略测试曲线 (基准系统 I)

Fig. 3    Curves of control policies for performance test
(Benchmark system I)
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图 4    球台平衡系统示意图 (基准系统 II)

Fig. 4    Schematic diagram of the ball-and-beam
system (Benchmark system II)
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算法在 216 次迭代后收敛到近似最优值

ϑ̂∗
Q = ϑ

(216)
Q = [8.740 7, 25.191 2, 74.640 2, 27.226 2,

23.174 8, 31.818 1, 14.725 5, 78.280 0,

34.818 9, 79.311 3, 0.314 1, 0.738 8,

1.637 7, 1.195 5, 0.113 7]T (42)

策略优化过程中, 执行网络的权值如图 6 所示.
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图 6   执行网络权值曲线 (基准系统 II)
Fig. 6    Curves of action network weights

(Benchmark system II)
 

µ(x)

µ̂∗(x)

x0 = [0.1, 0, 0.1, 0]T

分别应用初始策略  与算法 1 中近似最优

策略 , 将随机球台平衡系统式 (38)从初始点

 镇定到平衡点邻域. 系统的状

态和控制曲线分别如图 7和 8 所示. 经过随机系统

Q-learning 算法的策略优化, 系统运行的状态响应

与控制成本的期望均得到了显著优化. 如图 9 所示,
策略优化后的代价函数期望明显降低, 且优化后策

略的代价函数方差更小. 基于此, 本文所提的随机

系统 Q-learning 算法能够有效优化初始策略, 实现

最小化代价函数的目标. 

5    结束语

融合自适应评判技术, 本文建立了一种数据驱

动的离散随机系统折扣最优调节方法. 理论证明了

基于容许的初始策略, 迭代 Q 函数序列可以单调

不增地收敛至最优. 此外, 我们给出了随机系统 Q-
learning 算法的神经网络实施方案. 最后, 利用两

个基准系统验证了本文所提出的随机系统策略优化

算法. 事实上, 基于自适应评判技术, 数据驱动随机

系统的工作仍有巨大的潜力. 未来可从如下几个方

面深入探讨:
1) 本文算法的理论分析过程中, 不考虑迭代过

程中神经网络近似误差. 然而, 在实际的分析中, 近
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图 5    Q 网络权值曲线 (基准系统 II)

Fig. 5    Curves of Q network weights
(Benchmark system II)
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图 7    系统状态曲线 (基准系统 II)

Fig. 7    Curves of system states (Benchmark system II)
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图 8    系统控制输入曲线 (基准系统 II)

Fig. 8    Curves of system control inputs
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似误差可能会带来许多的影响, 包括系统的稳定

性和算法的收敛分析. 值得一提的是, 由于随机系

统需要在每一次迭代过程中重新拟合策略, 因此执

行网络误差无法提供一种简化的分析思路, 如文

献 [32]所述的处理技巧. 这给误差分析带来了很大

挑战.
2) 在算法的应用过程中, 可以利用收集的数据

预训练系统模型. “模型”与“数据”, “在线”与“离
线”的混合学习, 可能会进一步提高算法效率以及

控制性能.
3) 算法实现过程的主要难点是利用行为策略

探索充分的数据, 数据是本文方法赖以执行的基础,
因此, 可考虑应用数据增强技术来提高自适应评判

算法的综合性能, 例如, 典型的数字孪生、迁移学习

等技术.
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图 9    代价函数曲线 (基准系统 II)

Fig. 9    Curves of cost-to-go (Benchmark
system II)
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