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摘 要

本文在证 明 了B台 ie r
三角曲面片的中

,

点刹分 网格收效性质的基础上
,

通过中点剖

分算法给出了 B翻er 三角曲面片的生 成显示算法与 求交算法
。

如
.

引 言

曲面造型是 C A D /C A M 技术的核心
,

目前 B如 i er 矩形 曲面片即张童积 B ` ie r
曲面

已成为曲面造型的主 要方法
,

并且成功地应用 于计算机辅助外形设计 的实用系统
111

。

然而
,

从构造 曲面的区域来看
,

尽管张里积 曲面可以描述实际应用中的很多曲

面
,

但是对于实际应用中的许多问题是 B如 ier 矩形片难以胜任的
,

例如汽车车身约

有二十多块呈三角形的曲面
,

如果用退化张量积曲面来描述这些三角曲面 片就会导

19 8 9 年 8 月 9 日收到
,

19 8 9 年 1 1 月 15 日定稿
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致一些不 良后果 j z l
。

所以直接在三角域上构造 B`幼 e r
三 角曲面片无论在理论 上还是

在实用上都具有重要意义
。

近年来
, B ar hn iil 和 F ar i n

等人把 C oo
n 。
曲面片 的思想推广

到三角域
,

采用重心坐标导 出三 角域上的 B如 i er 曲面
,

从而增加 了曲面构造区域的灵

活性和 实用性
,

引起了大家的重视和研究 :lI
:

目前 B如 ie r
三角曲面片的理论很丰富

,

但要使其在实用系统中得以应用 还需要给出一些实用算法
,

如生成显 示算法与求交

算法
,

以及解决 B如 ie r
三角曲面片与B阮 le r

矩形曲面片的光滑拼接问题
。

本文通过证

明三角域上 B如 ie r
曲面中点剖分后的网格收敛性质

,

在剖分网格收敛性的保证下
,

利用 中点剖分算法导 出 B白ier 三角曲面片的生成显示算法与求交算法
。

至于 B如 ie r
三

角片与 B如 ie r
矩形片的拼接算法 已在另文 vlI 中给出

。

愁2
.

中点 剖 分的网格收效 性质

arF in 和 G o ld m an 等人都讨论过 B ` ie :
三 角曲面片的剖分算法 :1, 3!

,

扒甘 i n
给出的是

中心剖分 (剖分成三片 )
,

G o ld m an 给出了 中点剖分 (剖分成四 片)
,

虽然 中心 剖分 比中 点

剖分所得的三角片数目少
,

从而计算量也少
,

但是 中心剖分后所得 的三 角片 的三边

之一为原曲面片的边
,

即中心剖分后的边长 不是一致地减少的
,

这将给 c A M 过程中

的后置加工处理带来严重的数值误差 141
,

而中点剖分后的边长则是 一致地减少 的
,

所

以权衡利弊
,

我们采用 中点剖分来导 出 B耘 ie r
三角 曲面 片的 生成 显示算法 与求交算

法
。

记 T = △ lT 乃 aT 为基域三 角形
,

T 上 的 n 次 B ` iz e r 曲面可 以表示 为 :

b“ (v ) 一 艺 `
,

,
, *

黑 ,
, *

(; ) ; 任 T
(2

.

1)
`+ J+ 耘= 几

其 中 :

人
,

,
, 、

(` + J + k = n ) 〔 护 称为 ( 2
.

1) 式的 B趁z i e r
点

,

_
_ 、

n !
、

,

_
.

_
_

二
_

_ 二

尺
、

.

、 (p )补
布
头

; 。 ` 。丁。 儿 是 n 次 B e r n s t e认 基函数
,

t IJ Ì ,

卜
, 。 , 。 ) 是点 p 关于 T 的重心 坐标

。

由伍示
、 ,

` 十 j 十 k = 。
} 构成的 B “ ier 网 (分片线性函数 ) 记为纵 (p )

,

由 (.2 1) 式易见
,

曲面 (2
.

1) 式插值于人 (川 的三个角点
,

且整个曲面位于纵 (川的凸包之 中12 1
。

定理 1
.

设 p` 《̀ 二 l , 2
,

3 ) 是基域三角形 T 的三边的中点
,

则中点剖分后 的 4 个 。 次

B勃 ie r
三角片相应的 b翻 ie r

点分别为:

在 △几 p : p Z
上为 :

绘之艾 ( k + r + s = 。
,

0 三 r , 8 ,

k 三 “ ) (2
.

2 )

在 △ lT p Z p 3
上为 :

嵘 :二 (̀ + ` + s = 。 ,

o 三 `
, 。 ,

` 丛 。
) (2

.

3 )

在△几 p ; p 3 上 为 :

:b’, ;:乙 (, + r + ` = 。
,

o 丛 r , ` ,

j ` n
) (2

.

4 )
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在△ p : p : p3
上为 :

蛤舔 (
r + s +亡二 。

,

o 三 r , s , 亡三 。
) ( 2

·

5》

其中 :

:.,1, 1’a,t 一
畔氛

+

嵘+lt )z/

哪支
` ,t 一 火华几

、 十哪 ,,:
+ :

)z/
(抓

+ ` 一 火竿it,,.,
。 + 心幸

: ,。

)z/
公+ J + k = 。 一 r 一 , 一 t 一 1

这里的 ( 苏(̀ + J 十 k 二 。 一 r 一 。 一
O 为 de C . ` elj au 点 12 1

.

定理 l 的证明由 G ol d m an 给出 lsI
,

由定理 1 我们可 以得到下面的中点剖分算法 ,

算法 L 。 次 B`滋er 三角曲面片的中点剖分

输人 : 吞二 恢
,

` *
,

` + j + k = 。
} (

。 2 1)

输出 : s = {民
,

,
, * ,

` + j + k = 。
}

q =
iq{

,

,
.。 ,

` + j + k = 。
}

P =
i{P

,

` 。 , ` + i + 无= 。 }

T =
仍 i,’, 。 , ` 十 j + k = n

}
p r o c e d ur e s u b s u r 伍

,

s
,

Q
,

只叭 。 )
b e
乡

n

s t e p l
·

【I
n it i ial

: e

l
凡

, o , 。

一 纵
, o

,
o

qO
,。 , 。

一人
, 。 , 。

oP
, o , 。

一 凡
, o ,。

s t e p 2
.

!C om p u t e B e : ie r p o i n t s

l
肠 r o 三王三 性 一 1

for
’

0 三` 兰 。 一 l 一 1 , 0 兰丁兰 。 一 l 一 ` 一 l , k “ ” 一 l 一 ` , 丁一 1

for o 兰 r 三 l
, 0 至 。 兰 l 一 r , 亡= l 一 r 一 。

嵘常
` ”

一 嗽井
: ,

* + 心 ,’l十
;

)z/
(苏

` ”

一 (心几
, 、 + 心 ,’:

十 ,

) / 2

( 界
+ `

一 火罕it,,,
。 + 心幸

,
,

、

砂
只 + ` , · ,、

一嵘丫
,·

rP
,

, 十 , ,、

一心
一十 1

,
.

o, k

【 r 十
+ i

,

j
, t

一 气
,

,
1

,
o , t

一
口

艺Q十Qt0 o
.

Jao-O
,

,, t十 i 千~ 一一

, 一+ 1 , t

qr络从

民
, 。 . : 十 1

.T + i ,。 ,*

rT
, . + i , t

界
, , , t + i

嵘妙
,

一+ 1
,它

O
一

0

一 , t + 1

O一O

蛤松

一一一一一
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设当 l< 。 时引理亦真
,

则当 l = 。 时
,

由于
, + 。 十 ` 十 1 = 。 且 o 三 r , 8 ,

云三 。 一 1 ,

不失一般性
,

不妨设
, 2 1 ,

由剖分点为中点可知 :

}兀蕊
`
沐 一
呱甜 ,tI

引 }欢 1,,ot
一 丸几

=( 欧 1,,ot
十欢:,,lt

一式万
1, . 十 1

,

t

* O

一式
一 1

.
e + 1

,

t
,
o , 1 }) / 2

1 ,一十 1 , t

, O

十
欧:,,lt

一式
~ 1, 口+ 1 , t
, o

,

1 }) / 2

于是 由归 纳假设即知

}兀态妒
, 一
欢公

,

,
三 M / 2

同理可得

风协
’ ,t 一
咒:,,+\

`

}̀ 州
2

,

}欢:,,:+
` 一
吸岩

,t
}三州

2

引理 :2 设
a ,

t 为曲面 (2
.

1) 式在 。 次剖分后任意相邻的两个 eB iez
r
点

,

则有

I
a 一 t }三 M / 2沉 (。 全 1)

.

(2
.

7 )

引理 2 的证明易由对剖分次数使用归纳法而得到
,

由引理 2 可得下面 的中点剖分

的网格收敛定理
。

定理 2
.

随着中点剖分次数的增加
,

剖分网格收敛于原曲面
,

即:

沈势蕊砂
, (p )一 r ( p ) (2

·

8 )

证明: 对于 。 次剖分后 的 B“ ie r 网砂
) ()r

,

由其构造易证 eB 咖
r
三角曲面片插值于

网格角点的插值性和 曲面位于中
)v() 的凸包 之 中的 凸包性仍然成 立

,

由 引理 2 知
,

随着剖分次数的增大
,

6妙) (川 的网格边长趋 于零
,

故 由曲面对穿火川 的 凸包性和角
点播值性可 知

,

随着剖分次数。 趋 于无穷
,

职
)回 在 T 上 一致地收敛于曲面护 (川

。

号3
.

生成显示 算法 与求 交算
.

法

由 (.2 7 ) 式可知中点剖分后的网 格收敛于 曲面的速度为 1 / 2爪 (。 为剖分次数 )
,

而 利

用升阶公式得到升阶后的网格收敛于原曲面的速度仅为王/ k ( k 为升阶次数 )101
,

因此用

中点剖分的方法进行 曲面的离散化 比用升阶的方法要快得多
,

下 面我们给出基子币
点剖分的 B `滋e r

三角曲面片的生成显示算法与求交算法
。

定理 2 表明
,

只要中点剖分次数足够多
,

则相应的 B耘 ier 网离曲面就足够近
,

从

而 可 以用显示过剖分后柑应各小片 B ` ie r
网的三个角点的平面片 (三角形 ) 来代替显

示曲面
,

而 (.2 7 ) 式表明
,

剖分后的 B e幼er 网与原曲面 的接近程度 (取决于剖分次数 ) 可

以用网 上相邻两点间的距离 小于容差 (取决于 显示器的分辩率 ) 来度量
,

这称之为收

敛性检验
,

等价地也可 以用剖分后各个小曲面片 的相应 B e , le r
网上任一个 B e : ie r

点到
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由其三个 角点构成的平面 上的距离 小于容差来检验
,

这 种检 验称为平坦性检验
,

一

旦平坦性条件满足就 可 以用 小平面片来代替剖分 后的小曲面 片

记 二 (A
,

B
,

C ) 为 由A
,

B
,

C 三 点决定的平 面
,

l (A
,

B ) 为人 B 两点的 连线
,

d (A
,

B ) 为

戒 B 间的欧 氏距离
,

d (
二 ,

川 为点 A 到 平面
二 的欧氏距离

。

算法 :2 。
次 B e ” er 三角曲面片 的生成 显示算法

输人: ` 二 {6`
,

,
,

、
,

乞+ :
.

+ 无= 。 }
,
。

,

输 出: `几 (p ) p 任 T

P r o c e d u r e s u r g e l l

(b
, 。

)
b e g i n

s t e p l
.

!F l a t n e s s t e s t i n g 】
`

fo r o 三乞三 。 ,

0 兰 j 兰 n 一 公, k = 。 一 乞一 7

if d (
二

(̀
。 。

,
。 ,

瓦
,。 ,

。

)
,

人
,

少
,

、
) < oT l e r an e e

d (l (b
。

.

。 ,
。 ,

o6
, 、 ,

。

)
,

人
, 。 一 、

,
。

)
< oT le r a n e e

d (l (b
。 , , , ,

。 ,

b。
,
。

, ,`

)
,

人
,
。

, 。 一 `
) <

oT le r a n e e

d (t (̀
。

, , ` , 。 , `。
,
。

, 。

)
,

瓦
,

、
,。 一 、

) <
oT l

e r a n e e

t h e x , o u t P u t t r i a n g le

助
n

,
。

,
。

bo
, , ` . ` ,

bo
,
。

,。 a n d r e t u r n

s t e p 2
.

!S
u b d i v i s io n a n d r e “ e s t

}
, u b s u r

(b
,

S
,

Q
,

p
,

T
, 。

)
s u r g e n

(s
, 。

)
s u r g e n

(Q
, 。

)
s u r g e n

(p
,
。 )

s u r g e n
(T

, 。
)

`

r e t U r ll

e n d

曲面的求交问题是 几何造 型系 统的关键问题之一
,

曲面的求交方法 归纳起 来主

要有剖分方法
、

解析 方法
、

数值方法 和混合方法 这四类
。

与解析方法和 数值方法相

比
,

音O分方法具有不需 初值条件
、

可靠性好 (当两曲面相 贯
,

必 能求出交线
,

而解析

方法与数值方法则不然 )
、

精度高 (可 以 由剖分 次数控制精度 ) 等优点
,

但剖分 方法必

须要有剖分网格 的收敛性做理论保证 lsl
,

所 以 由定理 2 我 们给 出 B` iez
: 三 角 曲面片 的

剖分求交算法
,

其主要 步骤 为 :

tS e p l
.

利用 最大最小盒作相交性判断
,

即 由曲面 的 B曲 ier 网 沿 x ,

夕
, :
方 向 的最大

最小值构成一个最大 最小盒 (长方体 )
,

由凸包性易知曲面含于此 长方体内
,

故若两曲

面的最大最小盒不 交
,

则两 曲面必不相 交
,

从 而没必 要再做剖分
。

tS eP .2 根 据相交性 判断结果
,

在相交 的情 况下 进行平 坦性检验
,

由 (.2 7 ) 式可见

给定一定 的 剖分次数就 可 以满足 一定的收敛性或平坦 性条件
,

所以采取事先给出一

定 的剖分 次数以满足相应 的精度条件
,

这样 就可 以把平坦 性检 验简化为剖分 次数是

否 达到预 定数目的检验
,

从而 减少 了 许多计算量
。

st eP 3
.

根据平坦 性检验结 果
,

在 平坦性 不 满足 的情 况下 剖 分曲面
,

直至平坦 性

条件满足
。

tS eP 4
.

根 据平 坦性检验结果
,

在平坦性满足 的情况 下
,

对替代 曲面的小 平 面片

求交
,

得到离散的交点
。

tS eP .S 将所得 交点排序
,

得到交线并输 出交线
。
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ir e三角 曲面 片 生 成 显 示与 求 交 算法 l 期

上述剖分求交算法对于两曲面近似相切的特殊情况
,

往往 由于 难 以选择适 当的

容 差 而导致求交失败
,

为此我们再给出 eB 幼er 三 角曲面片的混合求交算法
,

即剖分

方法与数值方法相结合的方法
,

其主要步骤为 :

st eP .I 利用最大最小 盒作相交 性判断
。

s切 p 2
.

将一 张曲面按一定 次数进行 中点 剖分
,

以得到后续数值求交的初值
。

st eP 3
.

在 另一 曲面上 取等参线并剖分等参线得 到初值
。

tS eP 4
.

用曲线与曲面 求交的数值方法求出交点参数
。

混合求交算法在 一般情况下
,

具有求交速度快
、

精度高的优点
,

其缺点在于 所

求交点的密度不能随曲率大小而 变化
,

因此在曲率变化大的情况下
,

求出的交点数

目不能满足要求
。

不过这两种求交算法 已足以解决一般情况下
,

eB 幼 e r
三角曲面片的

求交问题
。

再结合前面给出的生成显示算法 以及文 vII 中给出的 eB 血
r
三角片与 eB iez

r

矩形片光滑拼接的算法
,

可见这些实用算法为 eB 幼er 三角曲面 片进人实用 造型 系统

提供了保证
。
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